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1 Abstract
The goal of this work is to make a systematic exposition of the arithmetic of
ordinal numbers, in a way that allows to reach a complete proof of the sur-
prising result obtained by Goodstein (1944) on certain sequences of natural
numbers that grow extremely quickly. We know that every natural number
can be written in base b ≥ 2 in the form:
m(b = b
ej · aj + · · ·+ be1 · a1,
where the ai are naturals numbers between 0 and b−1 and the ei are natural
numbers, arranged in a descending sequence for convenience. For example,
21(2 = 2
4 + 22 + 1.
If the exponents are also expressed in the same base, we say that m is written
in pure base b:
21[2 = 2
22 + 22 + 1.
A strong Goodstein sequence beginning withm > 0 is a sequencem0,m1,m2, . . .
of natural numbers obtained as follows: We put m0 = m and express it in
pure base 2. In order to deﬁne m1 we replace 2 by 3 in this expression, and
substract 1 from the resulting number. In general mk+1 is obtained by ﬁrst
writing mk in pure base k + 2, then replacing k + 2 by k + 3, and ﬁnally
subtracting 1 from the resulting number. For example, the strong Goodstein
sequence beginning with m = 21 is:
m0 = 21 = 2
22 + 22 + 1
m1 = 3
33 + 33 ' 7.6 · 1012
m2 = 4
44 + 44 − 1 = 444 + 43 · 3 + 42 · 3 + 3 ' 1, 3 · 10154
m3 = 5
55 + 53 · 3 + 52 · 3 + 2 ' 1, 9 · 102184
m4 = 6
66 + 63 · 3 + 62 · 3 + 6 · 3 + 1 ' 2, 6 · 1036305
...
The weak Goodstein sequences are deﬁned by a similar process, but without
using expressions in pure base but in the corresponding base in the ordinary
sense. Such sequences also grow very quickly, although not as quickly as the
strong ones.
The result that Goodstein obtained is that
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the strong sequence beginning with any natural number reaches 0
after a ﬁnite number of steps.
Goodstein's proof performs a kind of transformation from the arithmetics of
natural numbers into ordinal arithmetics, and then uses the resources of this
theory. Much later, Kirby and Paris (1982) proved that
Goodstein's theorem (for strong sequences) cannot be proved with
just Peano arithmetics,
that is, that the usage of ordinal arithmetics (or equivalent resources) is
unavoidable. This fact is not just a curiosity; on the contrary, it has conse-
quences for proof theory. As a matter of fact, it constituted the ﬁrst example
of a purely mathematical property that, while being true in the ordinary
mathematical sense, is unprovable with the resources of Peano arithmetics
alone; that is, it exempliﬁes what Gödel's First Incompleteness Theorem
says, without having to delve into the metamathematical landscape.
The contents of the work is organized as follows.
The ﬁrst part contains the construction of the ordinal numbers and the
proofs of the necessary properties for the development of their arithmetics.
We also deﬁne the natural numbers as ﬁnite ordinals and prove the Principle
of Natural Induction.
In the second part I prove in detail the Transﬁnite Recursion Theorems
that are essential to deﬁne the sum, product and exponentiation of ordinal
numbers and are a generalization of the Principle of Natural Induction.
The third part contains the development of ordinal arithmetics.
In the fourth part I deﬁne the sequences of ordinals and the normal func-
tions, prove the Fixed Point Theorem, and introduce the ordinal number ε0,
which, in a sense, measures the complexity of Peano arithmetics.
In the ﬁfth part I prove rigorously Goodstein's theorem for weak se-
quences. This includes a proof of the strict increasing character of functions
that replace the base b by the ordinal ω in arithmetic expressions. It is worth
emphasizing that this result is considered as an elementary fact not worth
proving in all the literature I checked, but, as will be obvious from the proof,
this is far from being the case. This is my small personal contribution to this
interesting result.
The sixth part contains an exposition of the entertainment that Laurie
Kirby and Jeﬀ Paris imagined when interpreting Goodstein's theorem in
terms of a game between the mythological characters of Hercules and the
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Hydra: the latter is represented as a rooted tree, and a move of Hercules
consists in cutting oﬀ one of its heads (a branch of the tree), to which the
Hydra responds by growing a ﬁnite number of new heads according to certain
rules. Kirby and Paris' interpretation is that the theorem says that the rules
are such that the Hydra will eventually be killed (i.e., loose all its heads),
regardless of the strategy that Hercules uses to chop oﬀ its heads, although
this may take a very, very long time.
I also add a short autobiographical note.
Finally I would like to emphasize that the work is self-contained in the
sense that all facts are proved and in each demonstration every previous
lemma and theorem used at each step is accurately referenced. Maybe that
makes proofs rather clumsy (especially those of ordinal arithmetics), but by
contrast only a very basic knowledge of Set Theory and elementary Logic is
required in order to understand and verify all the results.
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2 Resum
L'objectiu d'aquest treball és fer un desenvolupament sistemàtic de l'arit-
mètica dels nombres ordinals, de forma que es pugui arribar a donar una
demostració completa del sorprenent resultat que Goodstein (1944) va ob-
tenir sobre determinades successions de nombres naturals que creixen molt
ràpidament. Sabem que tot nombre natural m es pot escriure en base b ≥ 2
de la forma:
m(b = b
ej · aj + · · ·+ be1 · a1,
on cada ai és un natural entre 0 i b − 1, i els ei són naturals, ordenats en
ordre descendent per a la nostra conveniència. Per exemple,
21(2 = 2
4 + 22 + 1.
Si també expressem els exponents en la mateixa base, direm quem està escrit
en pura base b:
21[2 = 2
22 + 22 + 1.
Una successió forta de Goodstein començant en m > 0 és una successió
m0,m1,m2, . . . de nombres naturals obtinguda de la següent manera: Posem
m0 = m i l'expressem en pura base 2. Per deﬁnir m1 substituïm el 2 per 3, i
restem 1 al nombre que resulta. En general, per obtenir mk+1, escrivim mk
en pura base k + 2, substituïm k + 2 per k + 3, i restem 1 al nombre que
resulta. Per exemple la successió forta de Goodstein començant en m = 21
és:
m0 = 21 = 2
22 + 22 + 1
m1 = 3
33 + 33 ' 7.6 · 1012
m2 = 4
44 + 44 − 1 = 444 + 43 · 3 + 42 · 3 + 3 ' 1, 3 · 10154
m3 = 5
55 + 53 · 3 + 52 · 3 + 2 ' 1, 9 · 102184
m4 = 6
66 + 63 · 3 + 62 · 3 + 6 · 3 + 1 ' 2, 6 · 1036305
...
Les successions dèbils de Goodstein es deﬁneixen de manera similar a les
fortes, però sense utilitzar expressions en pura base, sinó en la base que
toqui en el sentit ordinari. També creixen molt ràpidament, si bé no tant
com les successions fortes.
El resultat que Goodstein va obtenir és que
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tant la successió forta com la dèbil que comencen en qualsevol
nombre natural acaben, en un nombre ﬁnit de passos, en 0.
Per demostrar aquest teorema Goodstein va fer servir una mena de traducci-
ó de l'aritmètica natural a l'aritmètica ordinal, i va utilitzar els recursos que
aquesta proporciona. Però més endavant Kirby i Paris (1982) van demostrar
que
el teorema de Goodstein (per a les successions fortes) no es pot
demostrar amb l'aritmètica de Peano,
és a dir, que l'ús de l'aritmètica ordinal (o recursos equivalents) és indispen-
sable. Aquest resultat, no és només una curiositat, sinó que té implicacions
en la teoria de la demostració. De fet, és el primer exemple d'una propietat
purament matemàtica que, tot i ser veritat en el sentit matemàtic habitual,
és indemostrable amb l'aritmètica de Peano; és a dir, exempliﬁca el que aﬁr-
ma el famós Primer Teorema d'Incompletesa de Gödel (1931), sense haver
d'entrar en el terreny de la metamatemàtica.
El contingut del treball és el següent.
En la primera part construeixo els nombres ordinals i demostro les pro-
pietats necessàries per al desenvolupament de la seva aritmètica. També
deﬁneixo els nombres naturals com els ordinals ﬁnits i demostro el Principi
d'Inducció Natural.
En la segona part demostro, amb tot detall, els Teoremes de Recursió
Transﬁnita, imprescindibles per a deﬁnir la suma, producte i exponenciació
dels nombres ordinals i que són una generalització del Principi d'Inducció
Natural.
En la tercera part desenvolupo l'aritmètica ordinal pròpiament dita.
En la quarta part deﬁneixo les seqüències d'ordinals i les funcions normals,
demostro el Teorema del Punt Fix i introdueixo el nombre ordinal ε0 que, en
certa manera, mesura la complexitat de l'aritmètica de Peano.
En la quinta part demostro amb tot rigor el Teorema de Goodstein per a
successions dèbils. Cal remarcar que incloc en la prova un resultat sobre el
creixement estricte de les funcions de substitució de la base b per l'ordinal ω,
que són fonamentals per a la demostració del teorema i que, en tots els llocs
on he consultat, es dóna per un fet elemental que no necessita demostració;
però es podrà comprovar que no és així de cap de les maneres. Aquesta és la
petita contribució personal que faig a aquest interessant resultat.
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En la sisena part exposo el divertimento que Laurie Kirby i Jeﬀ Paris
van fer, interpretant el teorema de Goodstein com un joc entre les ﬁgures
mitològiques d'Hèrcules i la Hidra: aquesta és representada per un arbre
amb arrel, i una jugada d'Hèrcules consisteix en tallar-li un dels seus caps
(una branca de l'arbre), responent-li la Hidra amb l'aparició d'un cert nombre
de nous caps segons unes regles determinades. La interpretació que fan Kirby
i Paris del teorema diu que les regles són tals que la Hidra ﬁnalment morirà
(es quedarà sense caps), sigui quina sigui l'estratègia que segueixi Hèrcules
per a anar tallant-li els caps, encara que això s'esdevingui al cap de molt i
molt temps.
També hi afegeixo una petita nota autobiogràﬁca.
Per últim voldria remarcar que el treball és autocontingut, en el sentit
que es donen totes les demostracions, i en cada demostració es detallen tots
i cadascun dels lemes i teoremes previs utilitzats en cada pas. Potser això
fa feixugues les demostracions (sobre tot les de l'aritmètica ordinal); però,
a canvi, només calen coneixements molt bàsics de Teoria de Conjunts i de
Lògica elemental per veriﬁcar i entendre tots els resultats.
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Part I
Preliminars
3 Construcció dels nombres ordinals
Una de les innovacions conceptuals de Cantor va ser la de comptar més
enllà de l'inﬁnit, per fer això va inventar un sistema de nombres transﬁnits:
els nombres ordinals. Donarem unes deﬁnicions prèvies necessàries per al
desenvolupament posterior del treball, deﬁnirem els nombres ordinals i en
veurem algunes propietats.
3.1 Deﬁnició
Direm que un conjunt X està totalment ordenat per una relació < si:
1. Per a qualssevol x, y ∈ X, es dóna una i només una de les tres alterna-
tives:
x < y o x = y o y < x.
2. Per a qualssevol x, y, z, si x < y i y < z llavors x < z.
3.2 Observació
Si (X,<) és totalment ordenat, ja que sempre x = x, per 3.1.1 no existeix
cap x ∈ X tal que x < x.
3.3 Observació
Si (X,<) és totalment ordenat, per a qualssevol x, y ∈ X no pot ser que
x < y < x, ja que per 3.1.2 seria x < x, en contra de l'observació anterior.
Pel mateix motiu tampoc es pot donar x < y < z < x.
3.4 Observació
Si (X,<) és totalment ordenat, tot subconjunt Y de X també està totalment
ordenat per la relació < , ja que els elements de Y també ho són de X.
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3.5 Deﬁnició
Si (X,<) és totalment ordenat i x, y ∈ X, direm que:
x ≤ y si i només si x < y o x = y.
3.6 Observació
Si (X,<) és totalment ordenat, per a qualsevol x, y ∈ X, si x ≤ y i y ≤ x,
llavors x = y, ja que si suposem x 6= y, per 3.1.1 seria x < y i y < x, en
contra de 3.3.
3.7 Deﬁnició
Direm que un conjunt X està ben-ordenat per una relació < si:
1. (X,<) és totalment ordenat.
2. Tot subconjunt no buit Y ⊂ X té element mínim; és a dir, existeix
x ∈ Y tal que x ≤ y per a tot y ∈ Y .
3.8 Observació
Cas d'existir, el mínim d'un conjunt totalment ordenat aquest és únic, ja que
si x i y fossin dos mínims tindríem que x ≤ y i y ≤ x, llavors per 3.6 seria
x = y.
3.9 Lema
Si (X,<) és ben ordenat, tot subconjunt no buit Y de X també és ben-
ordenat per la relació <.
Demostració: Si Z ⊂ Y és no buit, ja que Y ⊂ X serà Z ⊂ X, la qual
cosa implica que (Z,<) és un conjunt totalment ordenat (per 3.4) i que té
element mínim respecte de <.
3.10 Deﬁnició
Si X és un conjunt, el següent de X és el conjunt:
X ′ = X ∪ {X} .
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Notació: Escriurem X ′′ en lloc de (X ′)′,
3.11 Observació
Directament de la deﬁnició és demostra que, per a qualssevol conjunts X, Y :
1. X ∈ X ′.
2. X ⊂ X ′.
3. Si Y ∈ X ′, llavors Y ∈ X o Y = X.
3.12 Lema
Si X és un conjunt i x ∈ X llavors x ⊂ ⋃X.
Demostració: Per a tot y, y ∈ x implica que y ∈ ⋃X, ja que existeix un
element de X (a saber, el propi x) tal que y li pertany.
3.13 Lema
Si X i Y són conjunts tals que per a tot x ∈ X existeix un y ∈ Y amb x ⊂ y,
llavors
⋃
X ⊂ ⋃Y .
Demostració: Si z ∈ ⋃X, existeix un x ∈ X tal que z ∈ x i, per a aquest
x, existeix un y ∈ Y tal que x ⊂ y. Llavors z ∈ y; és a dir, z ∈ ⋃Y .
3.14 Deﬁnició
Un conjunt X és transitiu si tot element de X està contingut en X.
3.15 Deﬁnició
Un conjunt X és un ordinal (o nombre ordinal) si:
1. X és transitiu.
2. (X,∈) és ben-ordenat.
Notació: Reservarem les lletres greges minúscules per als ordinals.
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3.16 Lema
Si α és un nombre ordinal i x ∈ α, llavors x també és un ordinal.
Demostració: Siguin z ∈ y ∈ x; ja que α és transitiu x ⊂ α, això implica
que y ∈ α, per tant y ⊂ α, el que implica que z ∈ α. Tenim z, x ∈ α, llavors,
ja que α està ordenat per ∈, serà z ∈ x o x ∈ z o x = z. Els dos últims casos
no es poden donar ja que contradiuen 3.3, ha de ser z ∈ x. Hem vist que x
és transitiu. A més, ja que x ⊂ α i (α,∈) és ben-ordenat, per 3.9, (x,∈) és
ben-ordenat. Per tant x és un ordinal.
3.17 Lema
Si α és un ordinal, aleshores α′ també ho és.
Demostració: Si x ∈ α′, llavors per 3.11.3, x ∈ α o x = α. En el primer
cas, ja que α és transitiu x ⊂ α ⊂ α∪{α}. En el segon cas x ⊂ α ⊂ α∪{α}.
En ambdós casos x ⊂ α∪{α} = α′. Per tant α′ és transitiu. Donats x, y ∈ α′,
serà (x ∈ α o x = α) i (y ∈ α o y = α) el que és equivalent a (x ∈ α i y ∈ α)
o (x ∈ α i y = α) o (x = α i y ∈ α) o (x = α i y = α). En el primer cas, ja
que α és ben-ordenat x ∈ y o y ∈ x o y = x. En el segon cas x ∈ y. En
el tercer cas y ∈ x. I en el quart cas x = y. En tots els casos x ∈ y o
y ∈ x o x = y. Sigui X un subconjunt no buit de α ∪ {α}, llavors α /∈ X
o α ∈ X. En el primer cas X ⊂ α i per tant té mínim. En el segon cas,
atès que X \ {α} ⊂ α existeix x, el mínim de X \ {α}. Aleshores donat
y ∈ X si y 6= α, y ∈ X \ {α} per tant x ∈ y o x = y, i si y = α tenim que
x ∈ X \ {α} ⊂ α, per tant x ∈ α = y. Hem vist que x també és el mínim de
X.
3.18 Observació
Atès que el conjunt buit compleix de manera trivial les dues propietats de
nombre ordinal, és un ordinal.
Notació: Escriurem 0 per a referir-nos al conjunt buit com a ordinal.
3.19 Lema
0 no és el següent de cap ordinal.
Demostració: Si suposem que existeix un ordinal α tal que α′ = 0, atès
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que per 3.11.1, α ∈ α′ tindríem que α ∈ Ø, el que no pot ser.
3.20 Lema
Si α i β són ordinals, llavors α ⊂ β si i només si α = β o α ∈ β.
Demostració: Si α 6= β i α ⊂ β, llavors β \ α és un subconjunt no buit de
β, per tant existirà un element γ, el mínim de β \ α. Observem que γ ⊂ α;
ja que si no fos així, atès que β és transitiu existiria δ ∈ γ \ α ⊂ β \ α, per
tant δ ∈ γ i δ ∈ β \α, en contra de que γ sigui el mínim de β \α. Vegem que
α ⊂ γ; en efecte, si δ ∈ α i suposem que δ /∈ γ, llavors γ ∈ δ o γ = δ (ja que
γ, δ ∈ β que és ben-ordenat); però atès que α és transitiu això implica que
γ ∈ α, el que contradiu que γ ∈ β \ α. Tenim α = γ ∈ β. Recíprocament, si
α = β, α ⊂ β i si α ∈ β per la transitivitat de β, α ⊂ β.
3.21 Lema
Si α i β són ordinals, llavors α ∩ β també és un ordinal.
Demostració: Si z ∈ y ∈ α∩β serà y ∈ α i y ∈ β, llavors per la transitivitat
de α i de β tindrem que y ⊂ α i y ⊂ β, el que vol dir que z ∈ α ∩ β. Per
tant α ∩ β és transitiu. Ja que α ∩ β ⊂ α per 3.9, (α ∩ β,∈) és ben-ordenat.
3.22 Proposició
Si α, β i γ són ordinals, només es pot donar una i només una de les tres
possibilitats:
α ∈ β o α = β o β ∈ α.
Demostració: Pel Lema anterior α∩β és un ordinal, a més α∩β ⊂ α i α∩
β ⊂ β; llavors per 3.20, (α ∩ β = α o α ∩ β ∈ α) i (α ∩ β = β o α ∩ β ∈ β)
el que és equivalent a (α ∩ β = α i α ∩ β = β) o (α ∩ β = α i α ∩ β ∈ β) o
(α ∩ β ∈ α i α ∩ β = β) o (α ∩ β ∈ α i α ∩ β ∈ β). El primer cas dóna α =
β, el segon α ∈ β, el tercer β ∈ α i el quart α ∩ β ∈ α ∩ β, el que no pot ser.
3.23 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β. Si α ∈ β, llavors α′ = β o α′ ∈ β (és a dir:
no n'hi ha cap ordinal entre α i α′).
Demostració: Per 3.22, β ∈ α′ o α′ = β o α′ ∈ β. Si suposem β ∈ α′ serà
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β ∈ α∪ {α} el que implica que β ∈ α o β = α, la qual cosa contradiu α ∈ β,
ha de ser α′ = β o α′ ∈ β.
3.24 Proposició
Tot conjunt no buit d'ordinals és ben-ordenat respecte de ∈.
Demostració: Sigui X un conjunt no buit d'ordinals. Si α, β ∈ X per
3.22, α ∈ β o β ∈ α o α = β. Si α, β, γ ∈ X amb α ∈ β i β ∈ γ, per la
transitivitat serà α ⊂ β ⊂ γ; és a dir α ⊂ γ. Llavors per 3.20, α = γ o α ∈ γ.
Si suposem α = γ, tindríem α ∈ β i β ∈ α, el que contradiu 3.22, ha de ser
α ∈ γ. Hem demostrat que X és totalment ordenat. Donat Ø 6= Y ⊂ X
existirà un α ∈ Y , llavors si α∩Y = Ø, α és el mínim de Y (si β ∈ Y i β ∈ α,
β ∈ α ∩ Y = Ø el que no pot ser), i si α ∩ Y 6= Ø, atès que α ∩ Y ⊂ α i α és
un ordinal existirà β, el mínim α∩ Y . Llavors β també és el mínim de Y ; ja
que si suposem que existeix γ ∈ Y tal que γ ∈ β, ja que β ∈ α ∩ Y , β ∈ α,
llavors per la transitivitat de α serà γ ∈ α, el que implica que γ ∈ α ∩ Y , en
contra de que β és el mínim de α ∩ Y . En els dos casos possibles hem vist
que Y té mínim.
3.25 Lema
Si X és un conjunt d'ordinals llavors
⋃
X és un ordinal.
Demostració: Si
⋃
X = Ø per 3.18,
⋃
X és un ordinal. Si
⋃
X 6= Ø i
x ∈ ⋃X, existeix un ordinal β ∈ X tal que x ∈ β. Llavors per 3.16, x és
un ordinal per tant
⋃
X és un conjunt no buit d'ordinals, el qual pel Lema
anterior és ben-ordenat. A més per la transitivitat de β, x ⊂ β el que vol dir
que si y ∈ x, llavors y ∈ β; és a dir y ∈ ⋃X, aleshores ⋃X és transitiu.
3.26 Lema
Siguin P (x) una propietat (possiblement amb paràmetres) i α un ordinal
tals que existeix un β ∈ α que satisfà P (β). Llavors, existeix un únic γ ∈ α
que compleix P (γ) i tal que, per a tot δ ∈ γ no es satisfà P (δ).
Demostració: Sigui X = {ξ ∈ α | P (ξ)}, ja que β ∈ X, X 6= Ø, llavors
per 3.24 existeix γ, l'únic mínim de X, el que vol dir que si δ ∈ γ, δ /∈ X (en
cas contrari γ no seria el mínim de X); és a dir, no es satisfà P (δ).
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3.27 Lema
Per a tot conjunt de nombres ordinalsX, existeix un ordinal α que no pertany
a X.
Demostració: Sigui X un conjunt d'ordinals. Ja que per 3.25,
⋃
X és
un ordinal per 3.17, α = (
⋃
X)′ també és un ordinal i α /∈ X. En efecte,
si suposem que α ∈ X, per 3.12 serà α ⊂ ⋃X i per 3.20, α = ⋃X o
α ∈ ⋃X. En el primer cas per 3.11.1, α ∈ (⋃X)′. En el segon cas, atès que
(
⋃
X)′ és un ordinal, de 3.11.2 resulta que
⋃
X ⊂ (⋃X)′, el que implica que
α ∈ (⋃X)′. En tots els casos possibles α ∈ (⋃X)′ = α, el que és absurd.
3.28 Observació
Si deﬁníssim Ω com el conjunt de tots els nombres ordinals, 3.16, 3.22 i 3.24
ens diuen que Ω és transitiu i ben-ordenat, llavors Ω és un ordinal i, per
tant Ω ∈ Ω, el que contradiu 3.2. A més, atès que Ω és no buit (3.18), el
Lema anterior ens assegura que hi ha un ordinal que no pertany a Ω, el que
contradiu que Ω és el conjunt de tots els ordinals. Aquestes contradiccions
van aparèixer al començament del desenvolupament de la teoria de conjunts,
abans inclús que la paradoxa de Russell i totes es van resoldre introduint les
classes pròpies, de manera que la col·lecció de tots els ordinals és una classe
pròpia. Això es pot fer dins de la teoria de classes (NBG), on les classes són
els objectes a axiomatitzar i els conjunts són un tipus especial de classes, o
bé dins de la teoria de conjunts (ZF), introduint les classes com a formes de
parlar per a referir-se a propietats dels conjunts, però no com a objectes de
la teoria axiomàtica. Aquest aspecte no és rellevant per a aquest treball, es
faria igual en una teoria o en l'altra, senzillament quan convingui parlarem
de la classe dels ordinals i la denotarem per Ω.
3.29 Lema
Si α i β són ordinals tals que α ∈ β, llavors α′ ∈ β′
Demostració: Si γ ∈ α′, llavors per 3.11.3, γ ∈ α o γ = α. En el primer
cas, per la transitivitat de β, γ ∈ β, per 3.11.1, β ∈ β′ que, per 3.17 també
és un ordinal, per tant, per la transitivitat de β′, γ ∈ β′. Per les mateixes
raons, en el segon cas γ = α ∈ β ∈ β′ implica que γ ∈ β′. Hem vist que
α′ ⊂ β′. Ja que α ∈ β, serà β 6= α i β /∈ α, per tant no pot ser β ∈ α′, el que
vol dir que α′ 6= β′, aleshores per 3.20, α′ ∈ β′.
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3.30 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, si α ∈ β, llavors α′ ⊂ β.
Demostració: Si α ∈ β, llavors α ⊂ β ( per la transitivitat de β) i {α} ⊂ β,
aleshores α ∪ {α} = α′ ⊂ β.
3.31 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, α = β si i només si α′ = β′.
Demostració: Per a qualssevol conjunts α i β, si α = β, llavors α′ = β′.
Recíprocament, si α i β són ordinals, per 3.22, α ∈ β o β ∈ α o α = β. En
el primer cas, pel Lema anterior α′ ⊂ β; llavors β′ ⊂ β. Atès que, per 3.11.2,
β ⊂ β′ tindrem que β = β′ el que, per 3.11.1 no pot ser. De la mateixa
manera es veu que el segon cas no es pot donar. Ha de ser α = β.
3.32 Deﬁnició
Si un ordinal diferent del 0 no és següent de cap altre ordinal, direm que és
un ordinal límit .
Notació: Reservarem la lletra grega λ per als ordinals límit.
3.33 Lema
Si λ és un ordinal límit i α ∈ λ, llavors α′ ∈ λ.
Demostració: Si suposem que α′ /∈ λ, per 3.22 ha de ser λ ∈ α′ o λ = α′.
El segon cas no es pot donar ja que λ és un ordinal límit i si λ ∈ α′, per
3.11.3 tindríem λ ∈ α o λ = α, el que es contradiu amb α ∈ λ.
3.34 Lema
Per a tot ordinal límit λ,
λ =
⋃
{γ | γ ∈ λ} .
Demostració: Si α ∈ λ, ja que pel Lema anterior α′ ∈ λ i per 3.11.1,
α ∈ α′, resulta que α ∈ ⋃ {γ | γ ∈ λ}. Hem vist que λ ⊂ ⋃ {γ | γ ∈ λ}. I si
α ∈ ⋃ {γ | γ ∈ λ}, existirà un γ ∈ λ tal que α ∈ γ, per 3.16, γ és un ordinal,
llavors per la transitivitat de γ, α ∈ λ. Hem vist que ⋃ {γ | γ ∈ λ} ⊂ λ.
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3.35 Lema
Per a tot ordinal α 6= 0, 0 ∈ α.
Demostració: Atès que 0 ⊂ α, per 3.20, 0 = α o 0 ∈ α; ja que, per hipòtesi
0 6= α, ha de ser 0 ∈ α.
3.36 Proposició
Tot ordinal límit λ és un conjunt inﬁnit.
Demostració: Demostrarem que existeix una aplicació injectiva entre λ i
un subconjunt propi seu: Sigui f : λ → λ, f (α) = α′. Si f (α) = f (β),
llavors α′ = β′ i per 3.31, α = β; aleshores f és injectiva. Pel Lema anterior
0 ∈ λ i hem vist a 3.19 que 0 /∈ f (λ), per tant f (λ)  λ.
3.37 Deﬁnició
Donats dos ordinals α i β escriurem α < β per indicar que α ∈ β i escriurem
α ≤ β si α < β o α = β.
3.38 Observació
Per 3.22, com és natural, la negació de que α ≤ β és que β < α.
Nota: Farem sevir aquesta observació sense nomenar-la.
3.39 Observació
De 3.20 i de la deﬁnició de ≤ es dedueix que per a qualssevol ordinals α i β,
α ⊂ β si i només si α ≤ β.
Nota: Farem servir aquesta observació sense nomenar-la.
3.40 Teorema
Si X és un conjunt de nombres ordinals, llavors
⋃
X és l'ordinal més petit
més gran o igual que tots els elements de X.
Nota: És per aquesta propietat que alguns llibres es refereixen a la unió dels
elements de l'ordinal X com el suprem de X.
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Demostració: Per 3.25,
⋃
X és un ordinal. Per 3.12 si α < X, llavors
α ≤ ⋃X, per tant ⋃X és més gran o igual que tots els elements de X. Per
últim, si γ és un ordinal tal que α ≤ γ per a tot α < X i β < ⋃X, existeix
un δ ∈ X tal que β < δ, per tant β < δ ≤ γ, el que implica que β ≤ γ (ja
que γ és un ordinal). Llavors
⋃
X ⊂ γ.
3.41 Lema
Per a tot ordinal α,
α = 0 o existeix β tal que β′ = α o α és un ordinal límit. (1)
Demostració: Per a tot α, α = 0 o α 6= 0. En el primer cas es satisfà (1).
En el segon cas α és un ordinal límit o α no és un ordinal límit. En el primer
cas es satisfà (1). En el segon cas, ja que α 6= 0, per deﬁnició d'ordinal límit,
existirà un ordinal β tal que β′ = α i també es satisfà (1).
4 Els nombres naturals
4.1 Deﬁnició
Els nombres naturals són els ordinals ﬁnits. Anomenarem ω al conjunt dels
nombres naturals.
4.2 Observació
Ja que 0 = Ø és un ordinal i és un conjunt ﬁnit, 0 ∈ ω, el que implica que
ω 6= Ø.
4.3 Lema
Si α és un nombre natural, α′ també ho és.
Demostració: Si α ∈ ω, per 3.17, α′ és un ordinal i, ja que si α és ﬁnit,
llavors α′ també és ﬁnit1, aleshores α′ < ω.
1La demostració de que si un conjunt és ﬁnit, el seu següent també ho és, no és tan
senzilla com a primera vista semblaria (veure [3], pàg. 118).
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4.4 Deﬁnició
1 = 0′=Ø ∪ {Ø} = {Ø}
2 = 1′ = {0, 1} = {Ø, {Ø}}
3 = 2′ = {0, 1, 2} = {Ø, {Ø} , {Ø, {Ø}}}
4 = 3′ = {0, 1, 2, 3} = {Ø, {Ø} , {Ø, {Ø}} , {Ø, {Ø} , {Ø, {Ø}}}}
...
n = (n− 1)′
...
4.5 Lema
Per a tot ordinal α, α = 0 o 1 ≤ α.
Demostració: Si α 6= 0, ja que 0 < α, per 3.23, 0′ = 1 ≤ α.
4.6 Corol·lari
Com era d'esperar,
{0, 1, 2, 3, . . . , n, . . .} ⊂ ω.
4.7 Proposició
El conjunt del nombres naturals és un ordinal límit.
Demostració: Si α ∈ ω i β < α, per la transitivitat de α, β ≤ α (per tant
β és ﬁnit2) i β també és un ordinal (per 3.16), llavors β ∈ ω. Hem vist que ω
és un conjunt transitiu. Donats α, β ∈ ω, ja que són ordinals, per 3.22, α < β
o α = β o β < α. Per 3.24 tot subconjunt no buit de nombres naturals té
element mínim, llavors (ω,<) és ben-ordenat. Aleshores ω és un ordinal. Per
4.2, ω 6= Ø i si suposem que existeix un ordinal α tal que α′ = ω, ja que per
3.11.1, α < α′ tindrem que α < ω, aleshores pel Lema anterior ω = α′ < ω,
la qual cosa és contradictòria.
2Veure [3], pàg. 117.
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4.8 Lema
Per a tot nombre natural no nul α, existeix un únic nombre natural β, tal
que β′ = α.
Demostració: Si suposem que no existeix cap ordinal β tal que β′ = α,
llavors α és un ordinal límit i per tant, per 3.36, α és inﬁnit, el que no pot
ser. Ha d'existir un ordinal β tal que β′ = α. Si suposem que β /∈ ω, β és
inﬁnit, aleshores atès que per 3.11.2, β ⊂ β′ resulta que β′ = α també és
inﬁnit (veure [3], pàg. 117), el que tampoc pot ser. Ha de ser β ∈ ω. Si δ és
un ordinal tal que δ′ = α, tindrem que δ′ = β′, llavors per 3.31, δ = β.
4.9 Proposició
Per a tot ordinal límit λ, ω ≤ λ (és a dir, ω és l'ordinal límit més petit).
Demostració: Ja que λ i ω són ordinals, per 3.22, λ = ω o ω < λ o λ < ω.
El tercer cas no es pot donar, ja que per deﬁnició de ω, λ seria ﬁnit, en contra
de 3.36. Ha de ser ω ≤ λ.
4.10 Teorema
Teorema d'Inducció Natural : Sigui P (x) una propietat (possiblement amb
paràmetres). Suposem que es veriﬁquen:
1. P (0).
2. Per a tot nombre natural α, P (α) implica P (α′).
Aleshores P (α) val per a tot nombre natural.
Demostració: Suposem que valen 1 i 2; però que per a algun nombre
natural α falla la propietat P . Sigui S el conjunt de tots els nombres naturals
que no tenen la propietat P . Atès que S 6= Ø, per 3.24, S tindrà un element
mínim α 6= 0 (ja que es satisfà P (0)). Donat que α és un nombre natural no
nul, pel Lema anterior existeix un nombre natural β tal que β′ = α. Ja que,
per 3.11.1, β < β′ serà β < α, el que implica β /∈ S; és a dir P (β), llavors
per 2 es satisfà P (β′) = P (α), en contra de que α ∈ S.
4.11 Lema
Per a tot nombre natural no nul α, existeix un nombre natural β tal que
α = 0
′β (on ′β vol dir fer el següent de 0 β vegades).
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Demostració: Per Inducció Natural: Sigui P (α) la propietat: α < ω i 0 <
α ⇒ existeix β < ω tal que α = 0′β. Atès que l'antecedent 0 < 0 és fals,
tenim P (0). Si suposem P (α), per la hipòtesi d'inducció existirà β < ω tal
que α = 0
′β, llavors α′ =
(
0
′β
)′
= 0
′β′ .
4.12 Corol·lari
Com era d'esperar,
ω = {0, 1, 2, 3, ..., n, ...} .
5 L'aritmètica de Peano
En 1889 el matemàtic italià Giuseppe Peano va publicar els seus famosos
axiomes que deﬁneixen axiomàticament el conjunt dels nombres naturals i la
seva aritmètica. En aquesta secció mostrarem que ω satisfà els axiomes de
Peano, i la seva aritmètica. Per tant podem parlar, amb tot el dret, de que
ω és el conjunt dels nombres naturals.
5.1 Deﬁnició
Els axiomes de Peano són els següents: Si X és un conjunt tal que,
1. 0 ∈ X.
2. Si n ∈ X, llavors n′ ∈ X.
3. No existeix cap n ∈ X tal que n′ = 0.
4. Si n,m ∈ X i n′ = m′, llavors n = m.
5. Si P (x) és una propietat tal que es satisfà P (0) i per a tot n ∈ X,
P (n) implica P (n′); llavors P (n) val per a tot n ∈ X.
Aleshores X és el conjunt dels nombres naturals N.
5.2 Teorema
ω = N.
Demostració: L'axioma 1 és 4.2, l'axioma 2 és 4.3, l'axioma 3 és 3.19,
l'axioma 4 és 3.31 i l'axioma 5 és el Teorema d'Inducció Natural 4.10.
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5.3 Observació
La deﬁnició de la suma i de la multiplicació de nombres naturals és, per a
qualssevol n,m ∈ N,
1. n+ 0 = n.
2. (n+m)′ = n+m′.
3. n · 0 = 0.
4. (n ·m)′ = n ·m+ n.
I no són més que les propietats S1,S2,P1 i P2 de la restricció a ω de la suma
i el producte de nombres ordinals, que veurem més endavant.
6 Successions d'ordinals
Ens serà molt útil el concepte de successió decreixent de nombres ordinals.
Com és habitual, farem servir les lletres i, j, k, n,m per a referir-nos a nombres
naturals com a subíndexs de les successions.
6.1 Deﬁnició
Una successió d'ordinals és una aplicació:
s : ω → Ω
n 7→ s (n) .
Escriurem αn en lloc de s (n) i s = 〈αn | n < ω〉 o s = 〈α0, α1, α2, . . .〉 en
lloc de s = {〈n, s (n)〉 | n ∈ ω}.
6.2 Deﬁnició
Direm que una successió d'ordinals 〈αn | n < ω〉 és decreixent si per n =
0, 1, 2, . . ., αn′ < αn.
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6.3 Lema
En tota successió decreixent d'ordinals 〈αn | n < ω〉, si k < j, llavors αj < αk.
Demostració: Per Inducció Natural: Sigui P (j) la propietat: k < j ⇒
αj < αk. Atès que k < 0 és fals, tenim P (0). Suposem P (j) i sigui k < j′.
Llavors per 3.11.3, k = j o k < j. En el primer cas atès que l'antecedent
k < j és fals, el conseqüent αj < αk és cert. En el segon cas, ja que la
successió és decreixent i per la hipòtesi d'inducció, αj′ < αj < αk.
6.4 Teorema
La imatge de tota successió decreixent d'ordinals és un conjunt ﬁnit.
Demostració: Donada una successió decreixent d'ordinals s, atès que
Ims = {αn | n < ω} és un conjunt d'ordinals no buit, per 3.24 existirà un
k tal que αk és el mínim de s. Llavors Ims = {α0, α1, . . . , αk}, ja que si
suposem que existeix un j amb k < j tal que αj ∈ Ims, pel Lema anterior
serà αj < αk el que contradiu que αk és el mínim de s.
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Part II
Inducció i recursió transﬁnita
La inducció transﬁnita serveix per a quan volem demostrar una propietat per
a tots els ordinals, ja que no podem fer-ho un per un, provem que, ﬁxat un
ordinal α, si el fet de que la propietat es veriﬁqui per a tot ordinal més petit
que α, implica que es satisfà pel mateix α, llavors la propietat val per a tots
els ordinals. Una variant equivalent és que, si la propietat es satisfà per a 0,
si es satisfà per a un ordinal α implica que es satisfà per al seu següent i si,
donat un ordinal límit λ, si la propietat es satisfà per a tots els ordinals més
petits que λ, implica que es satisfà per λ; llavors la propietat val per a tots
els ordinals.
La recursió transﬁnita serveix per a deﬁnir funcions amb domini la classe
dels ordinals a partir d'altres prèviament deﬁnides. Per exemple, com veu-
rem més endavant, a partir de la funció del següent podem deﬁnir la suma
d'ordinals, a partir de la suma, podem deﬁnir el producte d'ordinals i a partir
del producte, la exponenciació.
7 Inducció transﬁnita
7.1 Teorema
Teorema d'Inducció Transﬁnita: Sigui P (x) una propietat (possiblement
amb paràmetres). Suposem que per a tot ordinal α,
Si P (β) és veriﬁca per a tot ordinal β < α, llavors P (α) . (2)
Aleshores P (α) val per a tot ordinal α.
Demostració: Suposem que es satisfà (2), però que per a algun ordinal γ
falla la propietat P . Sigui S el conjunt de tots els ordinals β ≤ γ que no
tenen la propietat P . Atès que S 6= Ø (γ ∈ S), per 3.24, S tindrà un element
mínim α. Llavors per a tot β < α, β /∈ S el que vol dir que es satisfà P (β).
Aleshores, per (2) serà P (α), en contra de que α ∈ S.
7.2 Teorema
Sigui P (x) una propietat (possiblement amb paràmetres). Suposem que,
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1. Es satisfà P (0).
2. Per a tots el ordinals α, P (α) implica P (α′).
3. Per a tots els ordinals límit λ, si es satisfà P (β) per a tot β < λ, llavors
es dóna P (λ).
Aleshores P (α) és certa per a tots els ordinals α.
Demostració: És suﬁcient veure que 1, 2 i 3 impliquen (2) del Teorema
anterior. Sigui α un ordinal i β < α. Si α = 0, atès que β < α és fals, es
satisfà P (β). Si 0 < α, llavors per 3.41, β = 0 o existeix un ordinal γ tal que
γ′ = β o β és un ordinal límit. En el primer cas, per 1 tenim P (β). En el
segon cas, si suposem P (γ), per 2 tindrem P (γ′) = P (β). En el tercer cas,
si suposem que per a tot ordinal γ < β es satisfà P (γ), per 3 tindrem P (β).
8 Recursió transﬁnita
8.1 Deﬁnició
Tota aplicació f : Ω→ Ω direm que és una funció ordinal .
8.2 Deﬁnició
F (Ω) serà el conjunt de totes les funcions f : α→ Ω on α ∈ Ω.
8.3 Deﬁnició
Donats α ∈ Ω i H : F (Ω)→ Ω, si existeix una funció f : α→ Ω tal que, per
a tot β < α, f (β) = H (f  β), direm que f està deﬁnida en α amb l'ajuda
de H i escriurem RecfHα per indicar-ho.
8.4 Observació
Si α, β i γ són ordinals tals que γ < β < α i f : α → Ω, per la transitivitat
de α i de β, tindrem que γ ⊂ β ⊂ γ. Llavors, per deﬁnició de la restricció
d'una aplicació a un subconjunt del seu domini,
f  β  γ = f  γ.
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8.5 Lema
Donats α ∈ Ω i H : F (Ω)→ Ω. Si RecfHα, llavors f és única.
Demostració: Suposem que RecfHα, RecgHα i que existeix un β < α tal
que f (β) 6= g (β). Llavors per 3.26, existirà un γ < α tal que f (γ) 6= g (γ)
i per a tot δ < γ, f (δ) = g (δ), el que vol dir que f  γ = g  γ, aleshores
H (f  γ) = H (g  γ), equivalentment f (γ) = g (γ), el que és contradictori.
8.6 Lema
Donats α ∈ Ω i H : F (Ω) → Ω. Si RecfHα, llavors per a tot β < α,
Rec (f  β)Hβ.
Demostració: Per la observació 8.4, si γ < β, f  β  γ = f  γ. Atès que
f i f  β coincideixen sobre els elements de β , per hipòtesi RecfHα i per la
transitivitat de α, γ < α, el que vol dir que f  β (γ) = f (γ) = H (f  γ) =
H (f  β  γ); és a dir que Rec (f  β)Hβ.
8.7 Lema
Si H : F (Ω)→ Ω, llavors RecfH0.
Demostració: Ja que l'antecedentβ < 0 és fals.
8.8 Lema
Donats α ∈ Ω i H : F (Ω)→ Ω. Si RecfHα, llavors Rec gHα′.
Demostració: Deﬁnim,
g : α′ → Ω
β 7→
{
f (β) si β < α
H (f) si β = α.
Per 3.11.3, β < α o β = α. Atès que per construcció g  α = f , en el primer
cas, per 8.4 tindrem que f  β = g  α  β = g  β; aleshores, atès que
RecfHα, resulta que g (β) = f (β) = H (f  β) = H (g  β). I en el segon
cas, g (β) = H (f) = H (g  α).
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8.9 Lema
Donada H : F (Ω) → Ω, si λ és un ordinal límit tal que per a tot δ < λ,
RecfHδ, llavors RecgHλ.
Demostració: Tenim que, per a cada δ < λ, per 3.33, δ′ < λ, llavors per
hipòtesi i 8.5 existeix una única funció fδ′ : δ′ → Ω tal que, per a tot β < δ′,
fδ′ (β) = H (fδ′  β). Ja que per 3.11.1, δ < δ′ podem deﬁnir:
g : λ → Ω
δ 7→ fδ′ (δ) .
Volem veure que RecgHλ; és a dir que per a tot δ < λ, g (δ) = H (g  δ).
Vegem primer que per a tot β < δ, g (β) = fδ′ (β): en efecte per 3.29,
β′ < δ′ i per deﬁnició de fδ′ , Recfδ′Hδ′, llavors per 8.6, Rec (fδ′  β′)Hβ′
i per deﬁnició de fβ′ , Recfβ′Hβ′, llavors per 8.5, fδ′  β′ = fβ′ el que vol
dir que fβ′ (β) = fδ′  β′ (β) = fδ′ (β) (ja que fδ′ i fδ′  β′ coincideixen
sobre β′); però per deﬁnició de g, g (β) = fβ′ (β); llavors g (β) = fδ′ (β)
com volíem demostrar. Atès que aquesta última igualtat és vàlida per a
tot β < δ, tindrem que g  δ = fδ′  δ. Aleshores per deﬁnició de g,
g (δ) = fδ′ (δ) = H (fδ′  δ) = H (g  δ).
8.10 Lema
Per a tota H : F (Ω)→ Ω i per a tot α ∈ Ω, existeix una única funció f tal
que, RecfHα.
Demostració: Sigui P (ξ) la propietat: existeix f : ξ → Ω tal que RecfHξ
i suposem que existeixen una aplicació H : F (Ω)→ Ω i un α ∈ Ω de manera
que no veriﬁquen P (α). Llavors per 3.26, existirà un β que no satisfà P (β)
i tal que, per a tot γ < β es satisfà P (γ). Aleshores per 3.41, β = 0 o
existeix δ tal que δ′ = β o β és un ordinal límit. Per 8.7 el primer cas no
pot ser. Per 3.11.1, δ < β el que vol dir que es satisfà P (δ), llavors per 8.8
tenim P (δ′) = P (β), el que tampoc pot ser. I en el tercer cas tindrem que,
per a tot γ < β es satisfà P (γ), llavors pel Lema anterior tindrem P (β), el
que tampoc es pot donar. Ja que en tots els casos possibles arribem a una
contradicció, l'existència de f queda provada per a tot α ∈ Ω i per a tota
H : F (Ω)→ Ω. A més, per 8.5, per a cada α ∈ Ω, f és única.
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8.11 Teorema
Teorema de Recursió Transﬁnita. Donada una aplicació H : F (Ω) → Ω,
aleshores existeix una única funció ordinal f : Ω → Ω tal que per a tot
α ∈ Ω, f (α) = H (f  α).
Demostració: La demostració de l'existència de f és idèntica a la de 8.9
substituint λ per Ω i tenint en compte el Lema anterior. Per veure la unicitat,
suposem que existeixen funcions ordinals f i g tals que, per a tot α ∈ Ω,
f (α) = H (f  α) i g (α) = H (g  α); però f 6= g. Llavors, per 3.26 existirà
un ordinal β tal que f (β) 6= g (β) i per a tot γ < β, f (γ) = g (γ), aleshores
f  β = g  β, la qual cosa implica que H (f  β) = H (g  β), és a dir que
f (β) = g (β) el que és contradictori.
8.12 Teorema
Teorema de Recursió Transﬁnita per Casos : Per a tot ordinal β i tota funció
ordinal g, existeix una única funció ordinal f tal que:
f (0) = β.
Per a tot α, f (α′) = g (f (α)).
Per a tot ordinal límit λ, f (λ) =
⋃ {f (γ) | γ < λ}.
Demostració: Si h : ξ → Ω deﬁnim:
H (h) =

β si domh = 0
g (h (α)) si domh = α′⋃ {h (γ) | γ < λ} si domh = λ.
(on domh vol dir el domini de la funció h). Per 3.41, 3.11.1 i 3.25, H :
F (Ω) → Ω. Aleshores, pel Teorema anterior, existirà una única funció f :
Ω→ Ω tal que, per a tot ordinal α, f (α) = H (f  α). Llavors:
Ja que domf  0 = 0, f (0) = H (f  0) = β.
Ja que domf  α′ = α′, f (α′) = H (f  α′) = g (f  α′ (α)) = g (f (α))
(atès que, α < α′ implica que f  α′ (α) = f (α)).
Ja que domf  λ = λ, f (λ) = H (f  λ) =
⋃ {f  λ (γ) | γ < λ} =⋃ {f (γ) | γ < λ} (atès que γ < λ implica que f  λ (γ) = f (γ)).
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Part III
Aritmètica ordinal
Ja que volem que els ordinals siguin nombres, els haurem de construir una
aritmètica.
9 Suma d'ordinals
9.1 Deﬁnició
Suma d'ordinals : Per a cada ordinal α, atès que per 3.17, la funció
g : Ω → Ω
ξ 7→ ξ′,
és una funció ordinal, per 8.12 existirà una única funció ordinal α+ tal que:
α + (0) = 0.
α + (β′) = (α + (β))′.
α + (λ) =
⋃ {α + (γ) | γ < λ}.
Com és usual escriurem les anteriors propietats:
S1 α + 0 = α.
S2 α + β′ = (α + β)′.
S3 α + λ =
⋃ {α + γ | γ < λ}.
9.2 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β,
α + β < α + β′.
Demostració: Donats α i β, per 3.11.1 i S2, α + β < (α + β)′ = α + β′.
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9.3 Lema
Per a qualsevol ordinal α,
0 + α = α.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita (7.2): Sigui P (α) la propietat:
0 + α = α. Per S1, 0 + 0 = 0. Si suposem 0 + α = α per S2 i la hipòtesi
d'inducció, 0 + α′ = (0 + α)′ = α′. Suposem que per a tot γ < λ, 0 + γ = γ,
llavors
⋃ {0 + γ | γ < λ} = ⋃ {γ | γ < λ}, aleshores per S3 i 3.34, 0+λ = λ.
9.4 Lema
Per a qualsevol ordinal α,
α + 1 = α′.
Demostració: Atès que per deﬁnició 1 = 0′, per S2 i S1, α+ 1 = α+ 0′ =
(α + 0)′ = α′.
9.5 Proposició
Per a qualssevol ordinals α, β, γ. Si α ≤ β, llavors α + γ ≤ β + γ.
Demostració: Si α = β és evident. Si α < β procedirem per Inducció
Transﬁnita: Sigui P (γ) la propietat: α < β ⇒ α + γ ≤ β + γ. P (0)
és evident per S1. Per 3.29, α + γ ≤ β + γ implica (α + γ)′ ≤ (β + γ)′,
llavors per S2, α + γ′ ≤ β + γ′. Sigui λ un ordinal límit, suposem P (δ)
per a tot δ < λ i siguin α < β, llavors donat δ < λ per hipòtesi d'inducció
α + δ ≤ β + δ, aleshores per 3.13, ⋃ {α + δ | δ < λ} ≤ ⋃ {β + δ | δ < λ} i
per S3, α + λ ≤ β + λ.
9.6 Proposició
Per a qualssevol ordinals α, β, γ. Si α < β, llavors γ + α < γ + β.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (β) la propietat: α <
β ⇒ γ + α < γ + β. Atès que α < 0 és fals, tenim P (0). Suposem
P (β) i sigui α < β′, aleshores per 3.11.3, α < β o α = β, en el primer
cas per hipòtesi d'inducció i 9.2, γ + α < γ + β < γ + β′ i en el segon
cas per 9.2, γ + α = γ + β < γ + β′. Sigui λ un ordinal límit, aleshores
si α < λ ja que per 9.2, γ + α < γ + α′ i per 3.33, α′ < λ tenim que
γ + α′ ∈ {γ + δ | δ < λ}, llavors per 3.12, γ + α′ ⊂ ⋃ {γ + δ | δ < λ} el que
vol dir que γ + α <
⋃ {γ + δ | δ < λ} = γ + λ (per S3).
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9.7 Lema
Per a qualssevol ordinals α, β, γ i δ. Si α ≤ β i γ ≤ δ, llavors α+ γ ≤ β + δ.
Demostració: Tenim quatre possibilitats: (α = β i γ = δ) o (α = β i γ < δ)
o (α < β i γ = δ) o (α < β i γ < δ). El primer cas és evident, en el segon cas
per 9.6, α + γ < α + δ, en el tercer cas per 9.5, α + γ ≤ β + γ i en el quart
cas per 9.5 i 9.6, α + γ ≤ β + γ < β + δ.
9.8 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β. Si 0 ≤ β, llavors α ≤ β + α.
Demostració: Per 9.3 i 9.5 per a tot γ, γ = 0 + γ ≤ β + γ. En particular
per γ = α, α ≤ β + α.
9.9 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β. Si 0 < β, llavors α < α + β.
Demostració: Per S1 i 9.6 per a tot γ, γ = γ + 0 < γ + β. En particular
per γ = α, α < α + β.
9.10 Lema
Per a qualssevol ordinals α, β i γ. Si α + β = α + γ, llavors β = γ.
Demostració: Per 3.22, β < γ o γ < β o β = γ. En el primer cas per
9.6, α + β < α + γ = α + β, cosa que no pot ser. En el segon cas per 9.6,
α + γ < α + β = α + γ, el que tampoc pot ser. Ha de ser β = γ.
9.11 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β,
α + β = 0 si i només si α = 0 i β = 0.
Demostració: Si α = 0 i β = 0 per S1, α + β = 0. Recíprocament, si
suposem que α + β = 0, però α 6= 0 o β 6= 0; en el primer cas per 3.35 serà
0 < α i per 9.3 i 9.5 tindrem que β = 0 + β ≤ α + β = 0; atès que β < 0
no pot ser, serà β = 0 el que per S1 implica que 0 = α + β = α + 0 = α,
el que és contradictori; i en el segon cas per 3.35 serà 0 < β i per S1 i 9.6,
α = α + 0 < α + β = 0, el que tampoc pot ser.
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9.12 Lema
Si λ és un ordinal límit, llavors per a tot ordinal β, β + λ també ho és.
Demostració: Si suposem que β+λ no és un ordinal límit, existirà α tal que
α′ = β + λ =
⋃ {β + γ | γ < λ} (per S3). Ja que, per 3.11.1, α < α′ existirà
un γ < λ tal que α < β + γ. Llavors per 3.29 i S2, α′ < (β + γ)′ = β + γ′.
D'altra banda, ja que γ < λ per 3.33, γ′ < λ i pel mateix γ′′ < λ. Llavors
β + γ′′ ∈ {β + γ | γ < λ} . Ja que per 9.2, β + γ′ < β + γ′′ tindrem que
β + γ′ <
⋃ {β + γ | γ < λ} = α′, el que contradiu que α′ < β + γ′. Llavors
β + λ és un ordinal límit.
9.13 Proposició
Per a qualssevol ordinals α, β i γ,
(α + β) + γ = α + (β + γ) .
Demostració: Si β = 0 és cert per S1 i 9.3. Si 0 < β, ho provarem per
Inducció Transﬁnita: Sigui P (γ) la propietat: (α + β) + γ = α + (β + γ).
P (0) resulta directament de S1. Si suposem P (γ), per S2 i la hipòtesi
d'inducció:
(α + β)+γ′ = ((α + β) + γ)′ = (α + (β + γ))′ = α+(β + γ)′ = α+(β + γ′) .
Sigui λ un ordinal límit i suposem P (δ) per a tot δ < λ. Vegem que,⋃
{(α + β) + δ | δ < λ} =
⋃
{α + (β + δ) | δ < λ} =
⋃
{α + δ | δ < β + λ} .
Vegem la primera igualtat: per a tot η, η <
⋃ {(α + β) + δ | δ < λ} si i
només si existeix un δ < λ tal que η < (α + β) + δ = α + (β + δ) (per la hi-
pòtesi d'inducció) si i només si η <
⋃ {α + (β + δ) | δ < λ}. Vegem la segona
igualtat: donat η <
⋃ {α + (β + δ) | δ < λ} existeix un  < λ tal que η <
α+ (β + ), llavors per 9.6, β+  < β+λ per tant η <
⋃
(α + δ | δ < β + λ).
Donat η <
⋃ {α + δ | δ < β + λ} existirà un  < β + λ tal que η < α +  i
per 9.12 existirà un δ < λ tal que  < β + δ, llavors per 9.5, η ≤ α+ (β + δ);
si η = α + (β + δ) per 9.2 i S2, η < α + (β + δ)′ = α + (β + δ′) amb
δ′ < λ (per 3.33) per tant η <
⋃ {α + (β + δ) | δ < λ}, i si η < α+ (β + δ) ,
η <
⋃ {α + (β + δ) | δ < λ}.
Hem vist que
⋃ {(α + β) + δ | δ < λ} = ⋃ {α + δ | δ < β + λ}, aleshores,
per S3 i 9.12, (α + β) + λ = α + (β + λ).
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9.14 Proposició
Per a qualssevol ordinals α i β, si α ≤ β, existeix un únic γ ≤ β tal que
α + γ = β.
Demostració: Existència: Si α = β per S1 és suﬁcient prendre γ = 0.
Si α < β i suposem que per a tot ordinal γ, α + γ 6= β, llavors per 3.22,
α + γ < β o β < α + γ. El segon cas no pot ser, ja que per γ = 0 tindríem
β < α en contra de la hipòtesi. El primer cas, si α = 0 tindríem per γ = β,
β < β el que no pot ser, i si 0 < α per γ = β tindríem α+β < β en contra de
que per 9.8, β ≤ α+ β. Llavors ha d'existir un ordinal γ tal que α+ γ = β.
Unicitat: Si suposem α + γ = β = α + δ, llavors per 9.10, γ = δ. Per últim,
si suposem β < γ per 9.6 seria α + β < α + γ = β, en contra de 9.8.
9.15 Deﬁnició
En les condicions de la Proposició anterior, si posem γ = β−α podem deﬁnir
la diferència entre els ordinals β i α i escriure:
α + (β − α) = β.
9.16 Exemple
Per S1, 1 + 0 = 1. Llavors per la Deﬁnició anterior 0 = 1− 1.
9.17 Lema
Per a qualssevol nombres naturals α i β, α+ β també és un nombre natural.
Demostració: Per Inducció Natural (Teorema 4.10): Sigui P (β) la propi-
etat: α, β < ω ⇒ α + β < ω. P (0) resulta de S1. Suposem P (β) i siguin
α, β′ < ω, llavors per S2, la hipòtesi d'inducció i 4.3, α + β′ = (α + β)′ < ω.
9.18 Lema
Per a qualssevol nombres naturals α i β, si α < β, existeix un únic nombre
natural γ < β tal que α + γ = β.
Demostració: Per 9.14 existeix un únic ordinal γ ≤ β tal que α + γ = β.
Si γ = β, tenim que γ < ω, i si γ < β per la transitivitat de β, γ < ω. Podem
procedir, doncs, per Inducció Natural: Sigui P (β) la propietat: si α < β,
llavors existeix un únic natural γ < β tal que α + γ = β. Atès que α < 0 és
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fals, tenim P (0). Suposem P (β) i siguin α < β′, llavors per 3.11.3, α = β o
α < β. El primer cas no pot ser per hipòtesi. En el segon cas per hipòtesi
d'inducció, existirà un únic natural δ < β tal que α + δ = β; aleshores per
3.31, (α + δ)′ = β′ i per S2, α+ δ′ = β′. Llavors per 4.3, γ = δ´ < ω és únic
i de δ < β per 9.5 i 9.4 resulta γ = δ + 1 ≤ β + 1 = β′; però si suposem
δ + 1 = β + 1, per 9.15, δ + (1− 1) = β i de 9.16 resulta que δ = β, contra
la hipòtesi. Ha de ser γ < β′.
9.19 Lema
Per a qualssevol nombres naturals α i β,
α + β′ = α′ + β.
Demostració: Per Inducció Natural: Sigui P (β) la propietat: α, β ∈ ω ⇒
α+β′ = α′+β. Per 9.4, 9.3 i P1, α+0′ = α+1 = α′ = α′+0. Suposem P (β)
i sigui α, β′ < ω, llavors per S2 i la hipòtesi d'inducció α + β′′ = (α + β′)′ =
(α′ + β)′ = α′ + β′.
9.20 Proposició
Per a qualssevol nombres naturals α i β,
α + β = β + α.
Demostració: Procedirem per Inducció Natural: Sigui P (β) la propietat:
α, β ∈ ω ⇒ α + β = β + α. De S1 i 9.3 resulta P (0). Suposem P (β) i
sigui α, β′ ∈ ω, llavors per S2, la hipòtesis d'inducció i el Lema anterior,
α + β′ = (α + β)′ = (β + α)′ = β + α′ = β′ + α.
9.21 Lema
Per a qualsevol nombre natural α, si 0 < α, llavors α = 1 + α− 1.
Demostració: Ja que 0 < α < ω, per 4.8 existeix un β < ω tal que β′ = α;
a més, per 9.4 i la Proposició anterior β′ = β + 1 = 1 + β = α, llavors per
9.15, β = α− 1 el que implica que 1 + β = 1 + α− 1; és a dir α = 1 + α− 1.
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9.22 Lema
Per a qualsevol nombre natural α, si 0 < α, llavors α− 1 < α.
Demostració: Per a qualsevol natural γ, per 3.11.1, 9.4 i 9.20, γ < γ′ =
γ+1 = 1+γ. En particular, per a γ = α−1 tindrem que α−1 < 1+α−1 = α
(pel Lema anterior).
9.23 Lema
Per a tot nombre natural α,
α + ω = ω.
Demostració: Si α = 0 per 9.3, 0 + ω = ω. Si 0 < α per 9.8, ω ≤ α + ω.
Donat γ < α+ω per S3, γ <
⋃ {α + δ | δ < ω}, per tant existirà un nombre
natural δ tal que γ < α+δ; però per 9.17, α+δ < ω, llavors per la transitivitat
de ω, γ < ω. Hem vist que α + ω ≤ ω.
9.24 Observacions
La suma de nombres ordinals, en general, no és commutativa ja que, per
exemple per 9.4, ω + 1 = ω′. I en canvi pel Lema anterior 1 + ω = ω.
El mateix exemple ens serveix per observar que tampoc es satisfà, per a
ordinals qualssevol, la propietat 9.18; ja que 1 + ω = ω però ω < ω és fals.
Ni tampoc la propietat 9.22, ja que ω − 1 = ω i no és cert que ω − 1 < ω.
9.25 Exemple
Com era d'esperar,
2 + 2 = 4.
En efecte, per 9.4, 9.13 i 4.4,
2 + 2 = 2 + 1′ = 2 + (1 + 1) = (2 + 1) + 1 = 2′ + 1 = 3 + 1 = 3′ = 4.
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10 Producte d'ordinals
10.1 Deﬁnició
Producte d'ordinals : Per a cada ordinal α, atès que per 9.1, la funció
g : Ω → Ω
ξ 7→ ξ + α,
és una funció ordinal, per 8.12 existirà una única funció ordinal α· tal que:
α · (0) = 0.
α · (β′) = α · (β) + α.
α · (λ) = ⋃ {α · (γ) | γ < λ}.
Com és usual escriurem les propietats anteriors,
P1 α · 0 = 0.
P2 α · β′ = α · β + α.
P3 α · λ = ⋃ {α · γ | γ < λ}.
10.2 Lema
Per a tot ordinal α,
0 · α = 0.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (α) la propietat: 0 ·α = 0.
Per P1, 0 · 0 = 0. Si suposem que 0 · α = 0 per P2 i S1, 0 · α′ = (0 · α) + 0 =
0 + 0 = 0. Sigui λ un ordinal límit i suposem que per a tot γ < λ, 0 · γ = 0.
Llavors per 3.13,
⋃ {0 · γ | γ < λ} = ⋃ 0 = 0 i per P3, 0 · λ = 0.
10.3 Lema
Per a tot ordinal α,
1 · α = α.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (α) la propietat: 1·α = α.
Per P1, 1 · 0 = 0. Si suposem que 1 · α = α per P2, la hipòtesi d'inducció i
9.4, 1 · α′ = (1 · α) + 1 = α+ 1 = α′. Sigui λ un ordinal límit i suposem que
per a tot γ < λ, 1 ·γ = γ, llavors per 3.13, ⋃ {1 · γ | γ < λ} = ⋃ {γ | γ < λ};
és a dir 1 · λ = λ (per P3 i 3.34).
10 PRODUCTE D'ORDINALS 38
10.4 Lema
Per a tot ordinal α,
α · 1 = α.
Demostració: Per P2, P1 i 9.3, α · 1 = α · 0′ = α · 0 + α = 0 + α = α.
10.5 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, si 0 < α llavors α · β < α · β′.
Demostració: Per 9.9 i P2, α · β < α · β + α = α · β′.
10.6 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, si 0 < α, llavors (α · β)′ ≤ α · β′.
Demostració: Si β = 0, per P1, 4.5 i 10.4, (α · 0)′ = 0′ = 1 ≤ α =
α · 1 = α · 0′. Si 1 ≤ β, per 4.5 tindrem α = 1 o 1 < α. En el primer
cas, per 10.3, (1 · β)′ = β′ = 1 · β′. En el segon cas, per 9.4, 9.6 i P2,
(α · β)′ = α · β + 1 < α · β + α = α · β′.
10.7 Proposició
Per a qualssevol ordinals α, β i γ, si α ≤ β, llavors α · γ ≤ β · γ.
Demostració: Si α = β és evident. Si α < β, si γ = 0 per P1, α · 0 = 0 =
β · 0 i si 0 < γ procedirem per Inducció Transﬁnita: Sigui P (γ) la propietat:
α < β ⇒ α ·γ ≤ β ·γ. P (0) l'acabem de veure. Suposem P (γ) i sigui α < β,
llavors per P2, 9.5, la hipòtesi d'inducció i 9.6,
α · γ′ = α · γ + α ≤ β · γ + α < β · γ + β = β · γ′.
Sigui λ un ordinal límit, suposem P (δ) per a tot δ < λ i sigui α < β,
aleshores, donat δ < λ per la hipòtesi d'inducció serà α · δ ≤ β · δ, llavors,
per 3.13,
⋃ {α · δ | δ < λ} ≤ ⋃ {β · δ | δ < λ} i per P3, α · λ ≤ β · λ.
10.8 Proposició
Per a qualssevol ordinals α, β i γ, si α < β i 0 < γ, llavors γ · α < γ · β.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (β) la propietat: α <
β i 0 < γ ⇒ γ · α < γ · β. Atès que α < 0 és fals, resulta P (0). Suposem
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P (β) i siguin α < β′ i 0 < γ, llavors per 3.11.3, α = β o α < β. Per hipòtesi,
el primer cas no pot ser i, en el segon cas, per hipòtesi d'inducció tindrem
γ.α < γ · β i ja que 0 < γ, per 9.9 i P3 serà,
γ · α < γ · β < γ · β + γ = γ · β′.
Sigui λ un ordinal límit, aleshores, si α < λ, per 10.5, γ · α < γ · α′ i per
3.33, α′ < λ; tenim que γ · α′ < {γ · δ | δ < λ}, llavors per 3.12, γ · α′ ≤⋃ {γ · δ | δ < λ}, el que vol dir que γ ·α < ⋃ {γ · δ | δ < λ} = γ ·λ (per P3).
10.9 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, si 0 < β, llavors α ≤ β · α.
Demostració: Si α = 0 per P1, 0 = β · 0 ≤ β · 0. Si 0 < α i β = 1,
per 10.3, α = 1 · α ≤ 1 · α. Si 0 < α i 1 < β, per 10.3 i 10.7, per a tot γ,
γ = 1 · γ ≤ β · γ; en particular, per γ = α, α ≤ β · α.
10.10 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, si 0 < α i 1 < β, llavors α < α · β.
Demostració: Per 10.4 i 10.8, per a tot γ, γ = γ · 1 < γ · β; en particular,
per γ = α, α < α · β.
10.11 Proposició
Per a qualssevol ordinals α i β, si 0 < β ≤ α, llavors existeix un únic ordinal
γ tal que
β · γ ≤ α.
de manera que si  és tal que β ·  ≤ α, llavors  ≤ γ (és a dir, γ és l'ordinal
més gran tal que β · γ ≤ α).
Demostració: Sigui X = {δ | α < β · δ}, atès que, per 3.11.1 i 10.9, α <
α′ ≤ β · α′, tenim que α′ ∈ X, equivalentment X 6= Ø, llavors, per 3.24
existirà δ l'element mínim de X, aleshores, per 3.41, δ = 0 o existeix γ tal
que γ′ = δ o δ és un ordinal límit. El primer cas no es pot donar ja que seria
α < 0. Si δ és un ordinal límit, per P3, existirà un  < δ tal que α < β · 
(per tant  ∈ X); però per 10.8,  < δ implica que β ·  < β · δ, en contra de
que δ és el mínim de X. Ha de ser δ = γ′. Observem que γ /∈ X, ja que si
suposem el contrari, per 3.11.1 i 10.8, seria α < β · γ ≤ β · γ′ en contra de
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que γ′ és el mínim de X, llavors β · γ ≤ α i, si suposem que existeix un  tal
que β ·  ≤ α amb γ < , aleshores, per 3.23, γ′ =  o γ′ < . En el primer
cas tindrem β ·  = β · γ′; però, ja que γ′ ∈ X, serà α < β · γ′ = β · , el que
és contradictori i, en el segon cas, ja que γ′ ∈ X, serà α < β · γ′ < β ·  (per
10.8), el que també contradiu que β ·  ≤ α. Per veure la unicitat, sigui γ tal
que β · γ ≤ α i, per a tot  tal que β ·  ≤ α és  ≤ γ. Atès que β · γ ≤ α,
serà γ ≤ γ i, ja que β · γ ≤ α, serà γ ≤ γ. Llavors γ = γ.
10.12 Teorema
Divisió entera: Per a qualssevol ordinals α i β, si 0 < β, llavors existeixen
ordinals únics γ i ρ tals que
α = β · γ + ρ i ρ < β.
Demostració: Si α = 0, per P1 i S1, és suﬁcient agafar γ = ρ = 0. Si
0 < α i α < β, per P1 és suﬁcient agafar γ = 0 i ρ = α. I si 0 < α i
β ≤ α, per la Proposició anterior, existirà un únic γ, el més gran tal que
β · γ ≤ α i per 9.14, existirà un únic ρ tal que α = β · γ + ρ. Per veure
que ρ < β, suposem que β ≤ ρ; si β = ρ, atès que 1 ≤ γ′, per 10.10 i P2,
β ≤ β · γ′ = β · γ + β = β · γ + ρ = α el que contradiu que α < β; i si β < ρ,
per P2 i 9.6, β · γ′ = β · γ + β < β · γ + ρ = α en contra de que γ és el més
gran tal que β · γ ≤ α.
10.13 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β,
α · β = 0 si i només si α = 0 o β = 0.
Demostració: Si α = 0, per 10.2, α ·β = 0 i si β = 0, per P1 α ·β = 0. Per
veure la implicació contrària procedirem per reducció a l'absurd: si suposem
que α ·β = 0 i α 6= 0 i β 6= 0, pel contra-recíproc de la implicació que acabem
de demostrar, serà α · β 6= 0, la qual cosa és contradictòria.
10.14 Lema
Si λ és un ordinal límit, aleshores, per a tot ordinal β, si 0 < β, llavors β · λ
és un ordinal límit.
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Demostració: Ja que λ i β són no nuls, pel Lema anterior 0 6= β · λ. Si
suposem que β · λ no és un ordinal límit, existirà un α tal que α′ = β · λ =⋃ {β · γ | γ < λ} (per P3). Ja que, per 3.11.1, α < α′, existirà γ < λ tal que
α < β · γ, llavors per 3.29 i 10.6, α′ < (β · γ)′ ≤ β · γ′. D'altra banda, ja que
γ′ < γ′′, per 10.8, β · γ′ < β · γ′′ i per, 3.33, γ′ < λ i, pel mateix γ′′ < λ.
Llavors β · γ′′ ∈ {β · γ | γ < λ} i per 3.12, β · γ′′ ⊂ ⋃ {β · γ | γ < λ}, del que
resulta que β · γ′ < ⋃ {β · γ | γ < λ} = α′, el que contradiu que α′ < β · γ′.
Aleshores β · λ és un ordinal límit.
10.15 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, si 1 < α, β, llavors α + β ≤ α · β.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (β) la propietat: 1 <
α, β ⇒ α + β ≤ α · β. Atès que 1 < 0 és fals, tenim P (0). Suposem P (β) i
sigui 1 < α, β′; com que, per hipòtesi, 1 < β, per 9.4, la hipòtesi d'inducció,
9.5, 9.6 i P2,
α + β′ = α + β + 1 ≤ α · β + 1 < α · β + α = α · β′.
Sigui λ un ordinal límit i suposem P (δ) per a tot δ < λ; llavors, si γ < α+λ,
per P3 existirà un δ < λ tal que γ < α+δ ≤ α ·δ (per la hipòtesi d'inducció),
el que vol dir que γ < α · δ; és a dir γ < ⋃ {α · δ | δ < λ}. Hem vist que⋃ {α + δ | δ < λ} ⊂ ⋃ {α · δ | δ < λ}; aleshores, per S3 i P3, α + λ ≤ α · λ.
10.16 Proposició
Per a qualssevol ordinals α, β i γ,
α · (β + γ) = α · β + α · γ.
Demostració: Si α = 0, per 10.2 i S1, 0 · (β + γ) = 0 = 0 + 0 = 0 ·β+ 0 ·γ.
Si 0 < α procedirem per Inducció Transﬁnita: Sigui P (γ) la propietat:
α · (β + γ) = α · β + α · γ. P (0) resulta trivialment de S1 i P1. Suposem
P (γ), llavors, per S2, P2, la hipòtesi d'inducció i 9.13,
α · (β + γ′) = α · (β + γ)′ = α · (β + γ) + α = (α · β + α · γ) + α =
α · β + (α · γ + α) = α · β + α · γ′.
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Sigui λ un ordinal límit i suposem P (δ) per a tot δ < λ. Vegem que:⋃
{α · δ | δ < β + λ} =
⋃
{α · β + α · δ | δ < λ} =
⋃
{α · β + δ | δ < α · λ} .
Vegem la primera igualtat: si η <
⋃ {α · δ | δ < β + λ}, existeix un δ < β+λ
tal que η < α · δ i per 9.12, existeix un  < λ tal que δ < β + ; llavors,
per 10.8 i la hipòtesi d'inducció η < α · δ < α · (β + ) = α · β + α · , per
tant η <
⋃ {α · β + α · δ | δ < λ}. Si η < ⋃ {α · β + α · δ | δ < λ}, existeix
un δ < λ tal que η < α · β + α · δ = α · (β + δ) (per la hipòtesi d'inducció);
però, per 9.6, β+ δ < β+λ, per tant η <
⋃ {α · δ | δ < β + λ}. Per veure la
segona igualtat: si η <
⋃ {α · β + α · δ | δ < λ}, existirà un δ < λ tal que η <
α ·β+α ·δ; però, per 10.8, α ·δ < α ·λ, per tant η < ⋃ {α · β + δ | δ < α · λ}.
Si η <
⋃ {α · β + δ | δ < α · λ}, existirà un δ < α ·λ tal que η < α ·β+δ i per
10.14, existirà un  < λ tal que δ < α ·; llavors, per 9.5, α ·β+δ ≤ α ·β+α ·;
és a dir α · β + δ ⊂ α · β + α · , per tant η < α · β + α · , el que vol dir que
η <
⋃ {α · β + α · δ | δ < λ}.
Hem vist que
⋃ {α · δ | δ < β + λ} = ⋃ {α · β + δ | δ < α · λ}; llavors per
9.12, P3, 10.14 i S3, α · (β + λ) = α · β + α · λ.
10.17 Proposició
Per a qualssevol ordinals α, β i γ,
(α · β) · γ = α · (β · γ) .
Demostració: Si α = 0 o β = 0, per P1 i 10.2, tenim el resultat. Si 0 <
α, β, procedirem per inducció transﬁnita: Sigui P (γ) la propietat: (α · β) ·
γ = α · (β · γ). Per P1 i 10.2 tenim P (0). Suposem P (γ), llavors, per P2, la
hipòtesi d'inducció i la Proposició anterior,
(α · β) ·γ′ = (α · β) ·γ+α ·β = α · (β · γ)+α ·β = α · (β · γ + β) = α · (β · γ′) .
Sigui λ un ordinal límit i suposem P (δ) per a tot δ < λ. Vegem que,⋃
{(α · β) · δ | δ < λ} =
⋃
{α · (β · δ) | δ < λ} =
⋃
{α · δ | δ < β · λ} .
Vegem la primera igualtat: Per a tot η, η <
⋃ {(α · β) · δ | δ < λ} si i només si
existeix un δ < λ tal que η < (α · β)·δ = α·(β · δ) (per la hipòtesi d'inducció)
si i només si η <
⋃ {α · (β · δ) | δ < λ}. Per veure la segona igualtat: si η <
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⋃ {α · (β · δ) | δ < λ}, existeix un δ < λ tal que η < α·(β · δ); llavors per 10.8,
β · δ < β · λ, per tant η < ⋃ {α · δ | δ < β · λ}. Si η < ⋃ {α · δ | δ < β · λ},
existirà un δ < β ·λ tal que η < α ·δ i per 10.14 i P3, existirà un  < λ tal que
δ < β · ; llavors, per 10.8, α ·δ < α · (β · ) i per la transitivitat η < α · (β · ),
el que implica que η <
⋃ {α · (β · δ) | δ < λ}.
Hem vist que
⋃ {(α · β) · δ | δ < λ} = ⋃ {α · δ | δ < β · λ}; llavors, per
P3 i 10.14, (α · β) · λ = α · (β · λ).
10.18 Lema
Per a qualssevol nombres naturals α i β, α · β també és un nombre natural.
Demostració: Per Inducció Natural: Sigui P (β) la propietat: α, β < ω ⇒
α ·β < ω. P (0) resulta de P1 i 4.2. Suposem P (β) i siguin α, β′ < ω, llavors
per S2, la hipòtesi d'inducció i 9.17, α · β′ = α · β + α < ω .
10.19 Lema
Per a qualssevol nombres naturals α, β i γ,
(α + β) · γ = α · γ + β · γ.
Demostració: Per Inducció Natural: Sigui P (γ) la propietat: α, β, γ <
ω ⇒ (α + β) · γ = α · γ + β · γ. Per P1 i S1,
(α + β) · 0 = 0 = 0 + 0 = α · 0 + β · 0.
Si suposem P (γ), llavors, per P2, la hipòtesi d'inducció, 9.13 i 9.20,
(α + β) · γ′ = (α + β) · γ + (α + β) = α · γ + β · γ + α + β =
α · γ + α + β · γ + β = α · γ′ + β · γ′.
10.20 Lema
Per a qualssevol nombres naturals α i β,
α · β = β · α.
Demostració: Per Inducció Natural: Sigui P (β) la propietat: α, β < ω ⇒
α · β = β · α. Per P1 i 10.2 tenim P (0). Si suposem P (β), llavors, per P2,
la hipòtesi d'inducció, 10.3, el Lema anterior i 9.4,
α · β′ = α · β + α = β · α + α = β · α + 1 · α = (β + 1) · α = β′ · α.
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10.21 Lema
Per a qualsevol nombre natural 0 < α,
α · ω = ω.
Demostració: Per 10.9, ω ≤ α·ω. Si γ < α·ω, per P3, γ < ⋃ {α · δ | δ < ω} ,
per tant, existeix un δ < ω tal que γ < α · δ < ω (per 10.18); llavors, per la
transitivitat de ω, γ < ω. Hem vist que α · ω ≤ ω.
10.22 Observació
En general, el producte d'ordinals no és commutatiu ja que, per exemple, pel
Lema anterior 2·ω = ω i, en canvi per P2 i 10.4, ω·2 = ω·1′ = ω·1+ω = ω+ω;
però per 9.9, ω < ω + ω. I tampoc es satisfà 10.19 ja que, per exemple, per
9.25 i el Lema anterior, (2 + 2) · ω = 4 · ω = ω; però pel mateix Lema,
2 · ω + 2 · ω = ω + ω.
10.23 Exemple
Com era d'esperar,
2 · 2 = 4.
En efecte, per P2, 10.4 i 9.25,
2 · 2 = 2 · 1′ = 2 · 1 + 2 = 2 + 2 = 4.
11 Exponenciació d'ordinals
11.1 Deﬁnició
Exponenciació d'ordinals : Per a cada ordinal α, atès que per 10.1, la funció
g : Ω → Ω
ξ 7→ ξ · α,
és una funció ordinal, per 8.12 existirà una única funció ordinal α() tal que:
α(0) = 1.
α(β
′) = α(β) · α.
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α(λ) =
⋃{
α(γ) | γ < λ}.
Com és usual escriurem les anteriors propietats:
E1 α0 = 1.
E2 αβ
′
= αβ · α.
E3 αλ =
⋃ {αγ | γ < λ}.
11.2 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β. Si 0 < α, llavors 0 < αβ.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (β) la propietat: 0 < α⇒
0 < αβ. Per 3.11.1 i E1, 0 < 1 = α0. Si suposem P (β), per 4.5, α = 1 o 1 <
α. En el primer cas, per hipòtesi d'inducció, 10.4 i E2, 0 < αβ = αβ ·α = αβ′
i, en el segon cas, per hipòtesi d'inducció, 10.10 i E2, 0 < αβ < αβ · α = αβ′ .
Sigui λ un ordinal límit, atès que per 3.11.1 i E1, 0 < 1 = α0 i per 3.35,
0 < λ, resulta 0 <
⋃ {αγ | γ < λ} = αλ (per E3).
11.3 Lema
Per a qualssevol ordinal α i β, si 0 < β, llavors αβ = 0 si i només si α = 0.
Demostració: Si α = 0 procedirem per Inducció Transﬁnita: Sigui P (β)
la propietat: 0 < β ⇒ 0β = 0. Atès que 0 < 0 és fals, tenim P (0). Per E2
i P1, 0β
′
= 0β · 0 = 0. Sigui λ un ordinal límit, si suposem 0γ = 0 per a
tot γ < λ, llavors per E3 i 3.13 serà, 0λ =
⋃ {0γ | γ < λ} ⊂ ⋃ 0 = 0, el que
implica que 0λ = 0. Recíprocament, suposem que αβ = 0 amb 0 < β; però
α 6= 0; llavors, per 3.35 serà 0 < α i, pel Lema anterior, 0 < αβ, el que no
pot ser. Ha de ser α = 0.
11.4 Lema
Per a tot ordinal α,
1α = 1.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (α) la propietat: 1α = 1.
Per E1, tenim P (0). Si suposem P (α), llavors per E2, la hipòtesi d'inducció
i 10.3, 1α
′
= 1α · 1 = 1 · 1 = 1. Sigui λ un ordinal límit i suposem que
1γ = 1 per a tot γ < λ. Per 3.11.1 i E1, tenim que 0 < 1 = 10 i per
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3.35, tenim que 0 < λ; per tant 0 <
⋃ {1γ | γ < λ} i si η < ⋃ {1γ | γ < λ},
existirà un γ < λ tal que η < 1γ = 1 (per hipòtesi d'inducció). Hem vist que
1 =
⋃ {1γ | γ < λ} = 1λ (per E3).
11.5 Lema
Per a tot ordinal α,
α1 = α.
Demostració: Per E2, E1 i 10.3, α1 = α0
′
= α0 · α = 1 · α = α.
11.6 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, si 1 < α, llavors αβ < αβ
′
.
Demostració: Per 11.2, 0 < αβ i per 10.10 i E2, αβ < αβ · α = αβ′ .
11.7 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, si 1 < α i 0 < β, llavors 1 < αβ.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (β) la propietat: 1 < α i
0 < β ⇒1 < αβ. Atès que 0 < 0 és fals, tenim P (0). Si suposem P (β), per
la hipòtesi d'inducció i el Lema anterior,
1 < αβ < αβ
′
.
Sigui λ un ordinal límit i suposem 1 < αγ per a tot γ < λ; llavors, per 3.12,
1 ≤ ⋃ {αγ | γ < λ}. La igualtat no es pot donar ja que, 1 < α = α1 (per
11.5) i 1 < λ (per 4.9), impliquen que 1 <
⋃ {αγ | γ < λ} = 1, el que és
absurd . Ha de ser 1 <
⋃ {αγ | γ < λ} = αλ (per E3).
11.8 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, si 1 < α i 0 < β, llavors
(
αβ
)′
< αβ
′
.
Demostració: Pel Lema anterior, 1 < αβ; llavors, per 9.4, 9.6, 10.15 i E2,(
αβ
)′
= αβ + 1 < αβ + α ≤ αβ · α = αβ′ .
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11.9 Lema
Per a qualssevol ordinals α, β i γ, si α ≤ β, llavors αγ ≤ βγ.
Demostració: Si α = β és evident. Si α < β procedirem per Inducció
Transﬁnita: Sigui P (γ) la propietat: α < β ⇒ αγ ≤ βγ. Tenim que α < β
implica 0 < β. Llavors, per E1, α0 = 1 = β0. Suposem P (γ) i sigui α < β;
atès que 0 < β, per 11.2 serà 0 < βγ, llavors per E2, la hipòtesi d'inducció,
10.7 i 10.8,
αγ
′
= αγ · α ≤ βγ · α < βγ · β = βγ′ .
Sigui λ un ordinal límit, suposem P (δ) per a tot δ < λ i sigui α < β;
aleshores, donat δ < λ, per hipòtesi d'inducció serà αδ ≤ βδ, llavors, per
3.13,
⋃{
αδ | δ < λ} ≤ ⋃{βδ | δ < λ} i per E3, αλ ≤ βλ.
11.10 Lema
Per a qualssevol ordinals α, β i γ, si α < β i 1 < γ, llavors γα < γβ.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (β) la propietat: α <
β i 1 < γ ⇒ γα < γβ. Atès que α < 0 és fals, tenim P (0). Suposem P (β) i
sigui α < β′ i 1 < γ; llavors, per 3.11, 3, α = β o α < β. El primer cas no
es pot donar, ja que per hipòtesi, α < β. En el segon cas, atès que per 11.2,
0 < γβ, per la hipòtesi d'inducció, 10.10 i E2,
γα < γβ < γβ · γ = γβ′ .
Sigui λ un ordinal límit, aleshores, si α < λ i 1 < γ, per 11.6, γα < γα
′
i per 3.33, α′ < λ, tenim que γα
′ ∈ {γδ | δ < λ}, llavors per 3.12, γα′ ⊂⋃{
γδ | δ < λ}, el que vol dir que γα < ⋃{γδ | δ < λ} = γλ (per E3).
11.11 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, si 1 < β, llavors α ≤ βα.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (α) la propietat: 1 < β ⇒
α ≤ βα. Per E1, 0 < 1 = β0. Suposem P (α) i sigui 1 < β, atès que es veriﬁca
P (0), podem suposar que 0 < α; llavors, per 9.4, la hipòtesi d'inducció, 9.5
i 11.8,
α′ = α + 1 ≤ βα + 1 = (βα)′ < βα′ .
Sigui λ un ordinal límit, si suposem P (δ) per a tot δ < λ, serà δ ≤ βδ;
llavors, per 3.13,
⋃ {δ | δ < λ} ≤ ⋃{βδ | δ < λ} i per 3.34 i E3, λ ≤ βλ.
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11.12 Lema
Per a qualssevol ordinals α i β, si 1 < α, llavors α · β ≤ αβ.
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (β) la propietat: 1 < α⇒
α · β ≤ αβ. Per P1, 3.11.1 i E1, α · 0 = 0 ≤ 1 = α0. Si suposem P (β), si
β = 0 ja està vist, si β = 1, per P1, 10.4, 10.15 i 11.5,
α · β′ = α · β + α = α · 1 + α = α + α ≤ α · α = α1 · α = α1′ = αβ′ ,
i si 1 < β, per P2, 10.15, la hipòtesi d'inducció i E2,
α · β′ = α · β + α ≤ α · β · α ≤ αβ · α = αβ′ .
Sigui λ un ordinal límit, si suposem P (δ) per a tot δ < λ, serà α · δ ≤ αδ,
llavors, per 3.13 serà
⋃ {α · δ | δ < λ} ≤ ⋃{αδ | δ < λ} i per P3 i E3, α ·λ ≤
αλ.
11.13 Lema
Si λ és un ordinal límit, aleshores per a tot ordinal β, si 1 < β, llavors βλ és
un ordinal límit.
Demostració: Per 4.9, 1 < λ i per 11.4 i 11.10, 1 < β = β1 < βλ. Si
suposem que βλ no és un ordinal límit, existirà un α tal que α′ = βλ =⋃ {βγ | γ < λ} (per E3). Ja que, per 3.11.1, α < α′ existirà un δ < λ tal
que α < βδ. Si δ = 0, per E1 seria α < β0 = 1, el que, per 3.23, implica
que α = 0, per tant α′ = 1 = βλ, el que no pot ser, ja que per 11.5 i
11.10, 1 < β = β1 < βλ. Podem suposar que 0 < δ; llavors per 3.29 i 11.8,
α′ <
(
βδ
)′ ≤ βδ′ . D'altra banda, ja que, per 3.11.1, δ′ < δ′′, per 11.10,
βδ
′
< βδ
′′
i per 3.33, δ′ < λ i pel mateix δ′′ < λ; llavors βδ
′′ ∈ {βγ | γ < λ} i
per 3.12, βδ
′′ ⊂ ⋃ {βγ | γ < λ}, el que vol dir que βδ′ < ⋃ {βγ | γ < λ} = α′,
el que contradiu que α′ < βδ
′
. Aleshores βλ és un ordinal límit.
11.14 Proposició
Per a qualssevol ordinals α, β i γ,
αβ+γ = αβ · αγ.
Demostració: Si α = 0, llavors β+γ = 0 o β+γ 6= 0. En el primer cas, per
9.11 seran β = 0 i γ = 0, llavors, per E1 i 10.4, αβ+γ = 00 = 1 = 1·1 = 00·00 =
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αβ ·αγ. En el segon cas, per 11.3 tindrem que αβ+γ = 0β+γ = 0 i per 9.11 seran
β 6= 0 o γ 6= 0; aleshores si β 6= 0, per 11.3 i 10.2, αβ ·αγ = 0β ·αγ = 0 ·α = 0
i el mateix passa si γ 6= 0; llavors αβ+α = 0 = αβ · αγ. Si α = 1, per 11.4
i 10.4, αβ+γ = 1 = 1 · 1 = 1β · 1γ = αβ · αγ. I si 1 < α, procedirem per
Inducció Transﬁnita: Sigui P (γ) la propietat: αβ+γ = αβ · αγ. Per S1, 10.4
i E1, αβ+0 = αβ = αβ · 1 = αβ · α0. Si suposem P (γ), llavors, per S2, E2, la
hipòtesi d'inducció i 10.17,
αβ+γ
′
= α(β+γ)
′
= αβ+γ · α = (αβ · αγ) · α = αβ · (αγ · α) = αβ · αγ′ .
Sigui λ un ordinal límit i suposem P (δ) per a tot δ < λ. Veurem primer les
igualtats:⋃{
αδ | δ < β + λ} = ⋃{αβ · αδ | δ < λ} = ⋃{αβ · δ | δ < αλ} .
Per veure la primera igualtat sigui η <
⋃{
αδ | δ < β + λ}, llavors existeix
un δ < β + λ tal que η < αδ i atès que, per 9.12, β + λ és un ordinal límit,
per S3 existeix un  < λ tal que δ < β + , llavors per 11.10 i la hipòtesi
d'inducció αδ < αβ+ = αβ · α, i per la transitivitat η < αβ · α; per tant
η <
⋃{
αβ · αδ | δ < λ}. Si η < ⋃{αβ · αδ | δ < λ}, existeix un δ < λ tal
que η < αβ ·αδ; però per 9.6, β+δ < β+λ i per la hipòtesi d'inducció αβ ·αδ =
αβ+δ; per tant, per la transitivitat η < αβ+δ; és a dir η <
⋃{
αδ | δ < β + λ}.
Per veure la segona igualtat, sigui η <
⋃{
αβ · αδ | δ < λ}, llavors existeix
un δ < λ tal que η < αβ · αδ amb αδ < αλ (per 11.10); és a dir η <⋃{
αβ.δ | δ < αλ}. Si η < ⋃{αβ · δ | δ < αλ}, existeix un δ < αλ tal que
η < αβ · δ; atès que, per 11.13, αλ és un ordinal límit, per E3 existirà un
 < λ tal que δ < α i, ja que per 11.2, 0 < αβ, per 10.8, αβ · δ < αβ · α,
llavors per la transitivitat η < αβ · α; és a dir η < ⋃{αβ · α |  < λ}.
Hem vist que
⋃{
αδ | δ < β + λ} = ⋃{αβ · δ | δ < αλ}, llavors per E3 i
P3, αβ+λ = αβ · αλ.
11.15 Proposició
Per a qualssevol ordinals α, β i γ,(
αβ
)γ
= αβ·γ.
Demostració: Si α = 0, llavors β = 0 o β 6= 0. En el primer cas, si γ = 0,
per E1 i P1,
(
αβ
)γ
= (00)
0
= 10 = 1 = 00 = 00·0 = αβ·γ. En el segon cas,
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γ = 0 o γ 6= 0, si γ = 0, per 11.3, E1 i P1, (αβ)γ = (0β)0 = 00 = 1 = 00 =
0β·0 = αβ·γ i si γ 6= 0, per 11.3 i 10.13, (αβ)γ = (0β)γ = 0γ = 0 = 0β·γ = αβ·γ.
Si α = 1, per 11.4,
(
1β
)γ
= 1γ = 1β·γ. Si 1 < α i β = 0, per E1, 11.4
i 10.2, (α0)γ = 1γ = 1 = 10 = 10·γ. Si 1 < α i β = 1, per 11.5 i 10.3,
(α1)
γ
= αγ = α1·γ. I si 1 < α i 1 < β, procedirem per Inducció Transﬁnita:
Sigui P (γ) la propietat:
(
αβ
)γ
= αβ·γ. Per 11.2, 0 < αβ, llavors per E1 i
P1,
(
αβ
)0
= 1 = 10 = 1β·0. Si suposem P (γ), llavors, per E2, la hipòtesis
d'inducció, la Proposició anterior i P2,(
αβ
)γ′
=
(
αβ
)γ · αβ = αβ·γ · αβ = αβ·γ+β = αβ·γ′ .
Sigui λ un ordinal límit i suposem que, per a tot δ < λ és satisfà P (δ).
Vegem la igualtat:⋃{(
αβ
)δ | δ < λ} = ⋃{αδ | δ < β · λ} .
Si η <
⋃{(
αβ
)δ | δ < λ}, existeix un δ < λ tal que η < (αβ)δ = αβ·δ (per la
hipòtesi d'inducció) i per 11.10, β ·δ < β ·λ, llavors η < ⋃{αδ | δ < β · λ}. Si
η <
⋃{
αδ | δ < β · λ}, existeix un δ < β ·λ tal que η < αδ; ja que, per 10.14,
β · λ és un ordinal límit, per P3 existirà un  < λ tal que δ < β · ; aleshores,
per 11.10 i la hipòtesi d'inducció αδ < αβ· =
(
αβ
)
i per la transitivitat
η <
(
αβ
)
; és a dir η <
⋃{(
αβ
)δ | δ < λ}. Llavors, per 10.14, E3 i P3,(
αβ
)λ
= αβ·λ.
11.16 Proposició
Per a qualssevol ordinals α i β, si 0 < β ≤ α, existeix un únic ordinal γ tal
que βγ ≤ α, de manera que, si  és tal que β ≤ α, llavors  ≤ γ (és a dir, γ
és l'ordinal més gran tal que βγ ≤ α).
Demostració: Si β = 1, per E1 és suﬁcient agafar γ = 0. Si 1 < β, sigui
X =
{
δ | α < βδ}, atès que, per 3.11.1 i 11.11, α < α′ ≤ βα′ , tenim que
X 6= Ø, llavors, per 3.24 existirà δ l'element mínim de X. Aleshores, per
3.41, δ = 0 o existeix γ tal que γ′ = δ o δ és un ordinal límit. El primer
cas, ja que 1 < β, per E1 seria α < β0 = 1, en contra de la hipòtesi. Si δ
és un ordinal límit per E3, α <
⋃ {β |  < δ}, llavors existirà un  < δ tal
que α < β (per tant  ∈ X); però per 11.10,  < δ implica que β < βδ, en
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contra de que δ és el mínim de X. Ha de ser δ = γ′. Observem que γ /∈ X,
ja que si suposem el contrari, per 3.11.1 i 11.10 seria α < βγ < βγ
′
, en contra
de que γ′ és el mínim de X. Llavors βγ ≤ α i si suposem que existeix un 
tal que β ≤ α amb γ < , aleshores, per 3.23,  = γ′ o γ′ < . En el primer
cas seria β = βγ
′
, el que implica que α < β (ja que  = γ′ ∈ X), la qual
cosa és contradictòria. En el segon cas, per 11.10 seria α < βγ
′
< β, el que
també contradiu que β ≤ α. Per veure la unicitat, sigui γ tal que βγ ≤ α
i per a tot  tal que β ≤ α és  ≤ γ; atès que βγ ≤ α, serà γ ≤ γ i, ja que
βγ ≤ α, serà γ ≤ γ; llavors γ = γ.
11.17 Lema
Per a qualssevol nombres naturals α i β, αβ també és un nombre natural.
Demostració: Per Inducció Natural: Sigui P (β) la propietat: α, β < ω ⇒
αβ < ω. P (0) resulta de E1 i 4.2. Suposem P (β) i siguin α, β′ < ω, llavors
per hipòtesis d'inducció, 10.18 i E2, αβ
′
= αβ · α < ω .
11.18 Lema
Per a qualssevol nombres naturals α i β, si 1 < α, llavors existeix un nombre
natural γ tal que β < αγ.
Demostració: Per Inducció Natural: Sigui P (β) la propietat: 1 < α ⇒
existeix γ < ω tal que β < αγ. Si β = 0, per E1 és suﬁcient agafar γ = 0. Si
suposem P (β), llavors per 9.4, la hipòtesi d'inducció, 9.5, 9.6, 10.15 i E2,
β′ = β + 1 ≤ αγ + 1 < αγ + α ≤ αγ · α = αγ′ .
Cal observar que la desigualtat αγ + α ≤ αγ · α val només si 1 < α, αγ; per
hipòtesis 1 < α i si suposem αγ ≤ 1, per 4.5 serà αγ = 0 o αγ = 1. En el
primer cas, per 11.3 serà α = 0, el que contradiu la hipòtesi del Lema. I en el
segon cas; atès que, per la hipòtesi d'inducció suposem que β < αγ = 1, serà
β = 0 que és el cas P (0). Per últim, ja que per hipòtesi d'inducció, γ ∈ ω,
per 4.3, γ′ < ω.
11.19 Lema
Per a tot nombre natural 1 < α,
αω = ω.
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Demostració: Atès que 1 < ω per 11.11, ω ≤ αω. Si γ < αω per E3
existirà un δ < ω tal que γ < αδ; llavors, per 11.17 i la transitivitat de ω,
γ < ω. Hem vist que αω ≤ ω.
11.20 Lema
Per a qualssevol nombres naturals α, β i γ,
(α · β)γ = αγ · βγ.
Demostració: Si α = 0, llavors γ = 0 o γ 6= 0. En el primer cas, per
E1 i 10.3, (α · β)γ = (0 · β)0 = 1 = 1 · 1 = 00 · β0 = αγ · βγ. En el segon
cas, per 3.35 serà 0 < γ; llavors per 10.2 i 11.3, (0 · β)γ = 0γ = 0 = 0γ · βγ·
Si β = 0 es procedeix de la mateixa manera. Si 0 < α, β, procedirem per
Inducció Natural: Sigui P (γ) la propietat: (α · β)γ = αγ · βγ. Per E1 i 10.3,
(α · β)0 = 1 = 1 ·1 = α0 ·β0. Si suposem P (γ), per E2, la hipòtesi d'inducció,
10.17 i 10.20,
(α · β)γ′ = (α · β)γ · (α · β) = (αγ · βγ) · (α · β) =
αγ · βγ · α · β = αγ· · α · βγ · β = αγ′ · βγ′ .
11.21 Observació
La propietat anterior no es satisfà, en general, per a tots els ordinals ja que,
per exemple:
(2 · 2)ω = ω 6= 2ω · 2ω.
En efecte, per 10.23 i 11.19, (2 · 2)ω = 4ω = ω i pel mateix 2ω · 2ω = ω · ω.
Però, per 10.10, ω < ω · ω.
11.22 Lema
Per a qualssevol nombres naturals α, β i γ, si 0 < γ i α < β, llavors αγ < βγ.
Demostració: Si α = 0, ja que 0 < β, per 11.3 i 11.2, 0γ = 0 < βγ.
Si 0 < α procedirem per Inducció Natural: Sigui P (γ) la propietat: 0 <
γ i α < β ⇒ αγ < βγ. Ja que 0 < 0 és fals, tenim P (0). Si suposem P (γ),
llavors per E2, la hipòtesi d'inducció, 10.7 i 10.8,
αγ
′
= αγ · α ≤ βγ · α < βγ · β = βγ′ .
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11.23 Observació
La propietat: anterior no es satisfà, en general, per a tots els ordinals, ja que,
per exemple:
2ω = ω = 3ω.
En efecte, tenim que per 3.11.1, 2 < 2′ = 3 i per 11.19, 2ω = ω = 3ω.
11.24 Exemple
ωk · ω = ωk+1.
En efecte, per 9.4, E2 i 11.5,
ωk+1 = ωk
′
= ωk · ω.
En particular,
ω · ω = ω2.
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Part IV
Seqüències d'ordinals, funcions
normals i ε-nombres
Introduirem els límits de seqüències d'ordinals de la forma:
〈0, 1, 2, . . .〉 → ω
〈ω, ω + 1, ω + 2, . . .〉 → ω + ω
〈ω, ω · 2, ω · 3, . . .〉 → ω · ω
〈ω, ω2, ω3, . . .〉 → ωω〈
ω, ωω, ωω
ω
, . . .
〉→ ε0
...
A pesar de que ω < ω+ω < ωω < ε0, tots aquests ordinals són bijectables
amb ω i, per tant, tenen el mateix cardinal.
En 1908, O. Veblen va introduir el concepte de funció normal que té una
certa propietat de monotonia i una de continuïtat i, del que les funcions de
l'aritmètica ordinal, en són un cas particular. A més, les funcions normals,
tenen punts ﬁxos tan grans com es vulgui. Per exemple ε0 és el punt ﬁx més
petit de la funció ω(·). És a dir, ωε0 = ε0.
12 Seqüències d'ordinals
12.1 Deﬁnició
Una seqüència d'ordinals és una aplicació:
f : λ → Ω
ξ 7→ f (ξ) ,
on λ és un ordinal límit. Escriurem αξ en lloc de f (ξ) i 〈αξ | ξ < λ〉 o
〈α, β, γ, . . .〉 en lloc de f = {〈ξ, f (ξ)〉 | ξ < ω}.
Observem que una successió d'ordinals no és més que una seqüència d'or-
dinals amb domini ω.
Notació: A partir d'ara farem servir les lletres minúscules de l'alfabet lla-
tí per a referir-nos a nombres naturals.
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12.2 Deﬁnició
Direm que α és el límit de la seqüència d'ordinals 〈αξ | ξ < λ〉 i escriurem
α = lim
ξ<λ
αξ
si i només si per a tot β < α, existeix un ξ < λ tal que per a tot δ, si
ξ < δ < λ, llavors β < αδ ≤ α.
12.3 Lema
Si existeix, el límit d'una seqüència d'ordinals és únic.
Demostració: Siguin 〈αξ | ξ < λ〉 una seqüència d'ordinals, α = limξ<λ αξ
i α = limξ<λ αξ. Si α = 0, llavors α = 0, ja que si suposem 0 < α, existiria
un ξ < λ tal que per a tot δ, si ξ < δ < λ, llavors 0 < αδ ≤ 0; atès que, per
3.11.1 i 3.33, ξ < ξ′ < λ serà 0 < αξ′ ≤ 0, el que és absurd; ha de ser α = 0,
llavors α = α. Si 0 < α per 3.22, α < α o α < α o α = α. Si α < α, existirà
un ξ < λ tal que per a tot δ, si ξ < δ < λ, llavors α < αξ ≤ α i ja que 0 < α,
existirà un η < λ tal que per a tot δ, si η < δ < λ, llavors 0 < αδ ≤ α.
Aleshores per 3.22, ξ < η o η < ξ o ξ = η. En el primer cas, per 3.11.1 i
3.33, η < η′ < λ el que, per la transitivitat de η′, vol dir que ξ < η′ < λ; però
de la primera desigualtat es dedueix que αη′ ≤ α i de la segona que α < αη′ ,
la qual cosa contradiu 3.3. En el segon cas, intercanviant els papers de ξ i η
arribarem a que α < αξ′ i αξ′ ≤ α, el que no és possible. Ha de ser ξ = η;
però igual que abans tenim ξ < η′ < λ i η < η′ < λ, el que implica que
α < αη′ i αη′ ≤ α, el que no pot ser. Hem vist que el cas α < α no es pot
donar. Intercanviant els papers de α i α, veuríem que els cas α < α tampoc
es pot donar. Ha de ser α = α.
12.4 Deﬁnició
Direm que una seqüència d'ordinals 〈αξ | ξ < λ〉 és creixent , si per a quals-
sevol δ < ζ < λ, llavors αδ < αζ .
12.5 Lema
Tota seqüència creixent d'ordinals té un únic límit.
Demostració: Si anomenem α =
⋃ {αξ | ξ < λ}, llavors α = limξ<λ αξ. En
efecte, si β < α, existirà un  < λ tal que β < α. Sigui δ tal que  < δ < λ;
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atès que la seqüència és creixent, α < αδ, per la transitivitat β < αδ i ja que
δ < λ, serà αδ ∈ {αξ | ξ < δ}; llavors per 3.12, αδ ≤
⋃ {αξ | ξ < λ} i tenim
que β < αδ ≤ α. Aleshores α = limξ<λ αξ i per 12.3, α és únic.
12.6 Lema
El límit de tota seqüència creixent d'ordinals és un ordinal límit.
Demostració: Sigui 〈αξ | ξ < λ〉 una seqüència creixent d'ordinals. Si su-
posem que existeix un ordinal β tal que β′ = limξ<λ αξ, ja que per 3.11.1,
β < β′, existirà un ξ < λ tal que, per a tot δ amb ξ < δ < λ és β < αδ ≤ β′.
Atès que per 3.11.1 i 3.33, ξ < ξ′ < λ, serà β < αξ′ ≤ β′; llavors per 3.11.3,
ha de ser αξ′ = β′; però, igual que abans, ξ′ < ξ′′ < λ i ja que la seqüència és
creixent, αξ′ < αξ′′ , el que vol dir que αξ′ <
⋃ {αξ | ξ < λ}; però, pel Lema
anterior
⋃ {αξ | ξ < λ} = limξ<λ αξ, llavors β′ = αξ′ < limξ<λ αξ = β′, la
qual cosa contradiu 3.2.
12.7 Exemples
Considerem la funció ordinal:
f : ω → Ω
n 7→ ω + n,
que la podem denotar per: f = 〈ω, ω + 1, ω + 2, . . .〉 = 〈ω + n | n < ω〉.
Llavors,
lim
n<ω
ω + n = ω + ω.
En efecte, per 9.6 la seqüència és creixent, llavors pel Lema anterior i S3,
limn<ω ω + n =
⋃ 〈ω + n | n < ω〉 = ω + ω.
De la mateixa manera, només que aplicant 10.8, P3 i 11.24 es veu que,
lim
n<ω
ω · n = ω · ω = ω2.
I aplicant 11.10 i E3 es veu que,
lim
n<ω
ωn = ωω.
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13 Funcions normals
13.1 Deﬁnició
Una funció ordinal f : Ω → Ω és creixent si, per a qualssevol α < β,
f (α) < f (β) .
13.2 Deﬁnició
Una funció ordinal f : Ω→ Ω és normal si:
N1: f és creixent (propietat de monotonia).
N2: Per a tot ordinal límit λ, f (λ) =
⋃ {f (δ) | δ < λ} (propietat de
continuïtat).
13.3 Observació
Per N1, l'aplicació f  λ és una seqüència creixent d'ordinals, d'aquesta
manera, per 12.5, la propietat N2 és equivalent a
f (λ) = lim
δ<λ
f (δ) ,
que és semblant a la deﬁnició de la continuïtat en un punt d'una funció de
l'Anàlisi, ja que tot ordinal límit és el límit de la seqüència identitat amb
domini ell mateix.
13.4 Exemples
Per a tot ordinal α, per 9.1, S3 i 9.6, α + (·) és una funció normal.
Per a tot ordinal 0 < α, per 10.1, P3 i 10.8, α · (·) és una funció normal.
Per a tot ordinal 1 < α, per 11.1, E3 i 11.10, α(·) és una funció normal.
13.5 Lema
Per a tota funció normal f i tota seqüència creixent d'ordinals 〈αξ | ξ < λ〉,
f
(
lim
ξ<λ
αξ
)
= lim
ξ<λ
f (αξ)
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(observem que aquesta propietat és idèntica a la continuïtat per successions
de les funcions de l'anàlisi).
Demostració: Per 12.5, limξ<λ αξ =
⋃ {αξ | ξ < λ}. Atès que per 12.6,
limξ<λ αξ és un ordinal límit, per N2,
f
(
lim
ξ<λ
αξ
)
= f
(⋃
{αξ | ξ < λ}
)
=
⋃
{f (αξ) | ξ < λ} = lim
ξ<λ
f (αξ)
(per 12.5, ja que f creixent implica que 〈f (αξ) | ξ < λ〉 és una seqüència
creixent d'ordinals).
13.6 Lema
Per a tota funció normal f i tot ordinal α,
α ≤ f (α) .
Demostració: Per Inducció Transﬁnita: Sigui P (α) la propietat: α ≤
f (α). De 3.35, resulta P (0). Si suposem P (α), per 3.11.1 i N1 serà α ≤
f (α) < f (α′), llavors per 3.23, α′ ≤ f (α′). Sigui λ un ordinal límit i
suposem que per a tot δ < λ, δ ≤ f (δ), aleshores, per 3.13, ⋃ {δ | δ < λ} ≤⋃ {f (δ) | δ < λ} i per 3.34 i N2, λ ≤ f (λ).
13.7 Deﬁnició
Direm que α és un punt ﬁx de la funció ordinal f , si f (α) = α.
13.8 Teorema
Teorema del punt ﬁx : Per a tota funció normal f i tot ordinal α, existeix un
punt ﬁx γ de f tal que α ≤ γ.
Demostració: Pel Lema anterior α ≤ f (α). Si α = f (α) hem acabat. Si
α < f (α), ja que f és una funció normal, és una funció ordinal, llavors 8.12
ens assegura l'existència d'una única funció ordinal h tal que:
h (0) = α
h (α′) = f (h (α))
h (λ) =
⋃
{h (δ) | δ < λ} .
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Si deﬁnim g = h  ω, tindrem:
g (0) = α
g (n′) = f (g (n)) .
Vegem que g (n) = fn (α) on f 0 (α) = α i fn (α) és aplicar n vegades la
funció f a α. Per Inducció Natural: sigui P (n) la propietat: g (n) = fn (α).
Llavors g (0) = α = f 0 (α) i si suposem P (n), per la hipòtesi d'inducció i
9.4,
g (n′) = f (g (n)) = f (fn (α)) = fn+1 (α) = fn
′
(α) .
Vegem que, per a tot n < ω, fn (α) < fn
′
(α). Per Inducció Natural: sigui
P (n) la propietat: n < ω ⇒ fn (α) < fn′ (α). Ja que suposem α < f (α),
tenim P (0). Si suposem P (n), per 4.3, 9.4, la hipòtesi de inducció i el fet
de que f és creixent tindrem,
fn
′
(α) = fn+1 (α) = f (fn (α)) < f
(
fn
′
(α)
)
= fn
′+1 (α) = fn
′′
(α) ;
és a dir, P (n′).
Vegem que, per a qualsevol n,m < ω, si n < m, llavors fn (α) < fm (α).
Per Inducció Natural: sigui P (m) la propietat: n < m ⇒ fn (α) < fm (α).
Atès que n < 0 és fals, tenim P (0). Si suposem P (m) i n < m′, per 3.11.3,
n = m o n < m. El primer cas no es pot donar, ja que suposem P (m).
En el segon cas, per la hipòtesi d'inducció i el paràgraf anterior tindrem que
fn (α) < fm (α) < fm
′
(α).
Del tres paràgrafs anteriors deduïm que, per a tot n,m < ω, g (n) =
fn (α) < fm (α) = g (m); és a dir que g és creixent, per tant 〈g (n) | n < ω〉
és una seqüència creixent d'ordinals. De la mateixa manera, ja que tant f com
g són creixents, és clar que f ◦ g també és creixent; llavors 〈f (g (n)) | n < ω〉
és una seqüència creixent d'ordinals. Per tant, per 12.5 existiran
γ = lim
n<ω
g (n) =
⋃
{g (n) | n < ω}
i
γ = lim
n<ω
g (n′) = lim
n<ω
f (g (n)) =
⋃
{f (g (n)) | n < ω} .
Llavors, per 13.5 tindrem,
f (γ) = f
(
lim
n<ω
g (n)
)
= lim
n<ω
f (g (n)) = lim
n<ω
g (n′) .
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Atès que g és creixent, per 3.11.1 tindrem que, per a tot n < ω, g (n) <
g (n′) = f (g (n)), el que per 3.12 implica que⋃
{g (n) | n < ω} ≤
⋃
{f (g (n)) | n < ω} ;
és a dir, γ ≤ γ. I si β < ⋃ {f (g (n)) | n < ω}, existirà un n < ω tal que
β < f (g (n)) = g (n′), aleshores per 4.3, β <
⋃ {g (m) | m < ω} = γ. Hem
vist que γ ≤ γ. Llavors γ = γ i f (γ) = γ. Per últim, ja que α = g (0),
α <
⋃ {g (n) | n < ω} = γ.
13.9 Corol·lari
Per 13.4 i el Teorema anterior,
Per a tot α, existeixen ordinals β, tan grans com es vulgui, tals que
α + β = β.
Per a tot 0 < α existeixen ordinals β, tan grans com es vulgui, tals que
α · β = β.
Per a tot 1 < α, existeixen ordinals β, tan grans com es vulgui, tals
que αβ = β.
14 ε-nombres
En 1897, Cantor ([10]) va introduir els ε-nombres, el més petit entre ells és ε0
i és el límit de la seqüència
〈
1, ω, ωω, ωω
ω
, . . .
〉
, és a dir ε0 = ωω
. .
.
. El nombre
ε0 és molt important en les proves d'inducció, ja que, per a molts propòsits la
inducció transﬁnita només es requereix ﬁns a ε0 (com per exemple, el Teorema
de Goodstein que veurem més endavant). També s'ha demostrat que la
Inducció Transﬁnita ﬁns a ε0 és equivalent a la consistència de l'Aritmètica.
14.1 Deﬁnició
Un ordinal α és un nombre épsilon o ε-nombre, si i només si
ωα = α; (3)
és a dir, és un punt ﬁx de l'aplicació ω(·). Anomenarem ε0 a l'ordinal més
petit que veriﬁca (3), que existeix, pel Teorema del punt ﬁx i per 3.24.
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14.2 Teorema
ε0 = ω
ω .
. .
}
.
Demostració: Per 11.1, la funció ω(·) és una funció ordinal. Llavors, per
8.12, existirà una única funció f : Ω→ Ω tal que
f (0) = 1
f (α′) = ωf(α)
f (λ) =
⋃
{f (γ) | γ < λ} .
Si diem g = f  ω tindrem:
g (0) = 1
g (n′) = ωg(n).
Observem que,
g (1) = g (0′) = ωg(0) = ω
g (2) = g (1′) = ωg(1) = ωω
g (3) = g (2′) = ωg(2) = ωω
ω
...
Ja que per 13.4, ω(·) és una funció normal, hem vist a la demostració de 13.8
que ⋃
{g (n) | n < ω} =
⋃{
1, ω, ωω, ωω
ω
, . . .
}
és un punt ﬁx de ω(·). Atès que per 11.10, 1 < ω < ωω < ωω
ω
, . . .. serà,⋃〈
1, ω, ωω, ωω
ω
, . . .
〉
= ωω
. .
.
}
ω = ε.
Per veure que és el més petit, si suposem que α és un ordinal tal que
ωα = α amb α < ε, aleshores existirà un n < ω tal que α = g (n). Llavors
per 4.8, n = 0 o existeix m < n tal que m′ = n. En el primer cas, seria
α = g (0) = 1 que és diferent de g (α) = g (1) = ω. En el segon cas, seria
ωα = ωg(m
′) = ωω
g(m)
que és diferent de α = g (m′) = ωg(m). En tots els casos
possibles arribem a una contradicció que ve de suposar que α < ε. Ha de ser
ε ≤ α. Per tant ε = ε0.
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14.3 Observació
Hem vist abans que la seqüència {g (n) | n < ω} és creixent, llavors per 12.5,
lim
n<ω
g (n) =
⋃
{g (n) | n < ω} = ε0.
14.4 Lema
Donats ordinals α i β. Si α, β ≤ ω, llavors,
α + β < ε0.
Demostració: Si α, β < ω, per 9.17,
α + β < ω.
Si α = ω i β < ω per 9.6, 10.16, 10.8, 11.24 i 11.10,
α + β = ω + β < ω + ω = ω · (1 + 1) = ω · 2 < ω · ω = ω2 < ωω.
Si α < ω i β = ω per 9.23, 11.5 i 11.10,
α + β = α + ω = ω = ω1 < ωω.
I si α = β = ω, acabem de demostrar que ω + ω < ωω. Per la transitivitat
dels ordinals, hem vist que en tots els casos,
α + β <
⋃{
1, ω, ωω, ωω
ω
, . . .
}
= ε0
(per 14.2).
14.5 Lema
Donats ordinals α i β. Si α, β ≤ ω, llavors,
α · β < ε0.
Demostració: Si α, β < ω, per 11.17,
α · β < ω.
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Si α = ω i β < ω, per 10.8, 11.24 i 11.10,
α · β = ω · β < ω · ω = ω2 < ωω.
Si α < ω i β = ω. Llavors si α = 0, per 10.2, α · β = 0 < ω i si 0 < α, per
10.21, 11.5 i 11.10,
α · β = α · ω = ω = ω1 < ωω.
I si α = β = ω, acabem de demostrar que ω · ω < ωω. Per la transitivitat
dels ordinals, hem vist que en tots els casos,
α · β <
⋃{
1, ω, ωω, ωω
ω
, . . .
}
= ε0
(per 14.2).
14.6 Lema
Donats ordinals α i β. Si α, β ≤ ω, llavors,
αβ < ε0.
Demostració: Si α, β < ω, per 11.17,
αβ < ω.
Si α = ω i β < ω. Llavors, si β = 0 per E1, αβ = α0 = 1 < ω, si β = 1 per
11.5 i 11.10,
αβ = ω1 < ωω,
i si 1 < β per 11.10,
αβ = ωβ < ωω.
Si α < ω i β = ω. Llavors, si α = 0 per 11.3, αβ = 0ω = 0 < ω, si α = 1 per
11.4, αβ = 1ω = 1 < ω i si 1 < α per 11.19, 11.5 i 11.10,
αω = ω = ω1 < ωω.
I si α = β = ω per 11.5 i 11.10, αβ = ωω = ωω
1
< ωω
ω
. Per la transitivitat
dels ordinals, hem vist que en tots els casos,
αβ <
⋃{
1, ω, ωω, ωω
ω
, . . .
}
= ε0
(per 14.2).
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14.7 Teorema
ε0 és l'ordinal més petit que no es pot expressar mitjançant sumes, productes
i exponenciació de ω i de nombres naturals.
Demostració: Sigui P (α) la propietat: α es pot expressar mitjançant
sumes, productes i exponenciació de ω i de nombres naturals. Aplicant les
vegades que calgui els tres Lemes anteriors, és evident que tot ordinal α que
veriﬁqui P (α) serà més petit que ε0; per tant ε0 no veriﬁca P (ε0) (ja que,
si fos així tindríem ε0 < ε0, en contra de 3.2). Per veure que és el més petit,
vegem que tot ordinal α més petit que ε0 veriﬁca P (α). Sigui α < ε0. Si
α ≤ ω és evident. I si ω < α, procedirem per Inducció Transﬁnita (7.1):
suposem que tot ordinal ξ < α veriﬁca P (ξ). Llavors, per 11.16 existirà un
únic ordinal β, el més gran tal que ωβ ≤ α i per 10.12, existiran ordinals γ i ρ
únics tals que α = ωβ ·γ+ρ amb ρ < ωβ i ωβ ·γ ≤ α. Si suposem que α ≤ β;
llavors, si α = β tindríem ωα ≤ α i per 11.11, α ≤ ωα, per tant α = ωα
aleshores, per deﬁnició de ε0 seria ε0 ≤ α el que contradiu la hipòtesi, i si
α < β per 11.11 i 11.10, α ≤ ωα < ωβ, el que també és contradictori, ha de ser
β < α. Si suposem que ω ≤ γ, per E2 i 11.10 seria ωβ′ = ωβ ·ω ≤ ωβ · γ ≤ α;
però ja que β és el més gran tal que ωβ ≤ α, tindríem que β′ ≤ β, en contra
de 3.11.1, ha de ser γ < ω < α i per la transitivitat de α, γ < α. Ja que
ρ < ωβ ≤ α, també ρ < α. Hem vist que β, γ, δ < α, per tant, per la hipòtesi
d'inducció es veriﬁca P (β) , P (γ) i P (ρ), el que implica P (α).
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Part V
El Teorema de Goodstein
Usant l'exponenciació, podem representar els nombres ordinals de manera
similar a l'expansió decimal dels nombres enters. Els nombres ordinals es
poden expressar de manera única en la forma normal. Aplicant aquesta forma
normal provarem un sorprenent resultat sobre les anomenades successions
d'enters de Goodstein.
15 La forma normal i les successions de Goods-
tein
En 1944, el matemàtic anglès R. L. Goodstein va observar que la correspon-
dència entre la forma normal del nombres ordinals i els nombres expressats
en base a conduïa a sorprenents propietats dels nombres naturals.
15.1 Teorema
Tot ordinal α > 0 es pot expressar de manera única com:
α = ωβn · kn + ωβn−1 · kn−1 + · · ·+ ωβ1 · k1, (4)
on β1 < β2 < · · · < βn són ordinals qualssevol i n, k1, . . . , kn són nombres
naturals no nuls.
L'expressió (4) s'anomena la forma normal de Cantor de l'ordinal α.
Demostració: Per 3.22, α < ω o α = ω o ω < α. En el primer cas, per E1
i 10.3 és suﬁcient agafar n = 1, β1 = 0 i k1 = α. En el segon cas, per 11.5 i
10.3 és suﬁcient agafar n = 1 i β1 = k1 = 1. En el tercer cas procedirem per
Inducció Transﬁnita (Teorema 7.1). Sigui P (α) la propietat: Si 0 < ω < α,
existeixen n, k1, . . . , kn < ω i β1 < β2 < · · · < βn no nuls i únics tals que
α = ωβn · kn + ωβn−1 · kn−1 + · · · + ωβ1 · k1. Suposem, doncs, que es satisfà
P (δ) per a tot ordinal δ < α i sigui α tal que ω < α. Per 11.16 existeix un
únic β, el més gran tal que ωβ ≤ α i per 10.12, existeixen un únic γ i un únic
ρ < ωβ tals que α = ωβ · γ + ρ. Vegem que γ < ω: Si suposem el contrari,
per 3.22 serà ω ≤ γ; llavors per E2, 10.8, 10.7 i 9.9,
ωβ
′
= ωβ · ω ≤ ωβ · γ ≤ ωβ · γ + ρ = α,
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el que implica que β′ ≤ β (ja que β és el més gran tal que ωβ ≤ α), en
contra de 3.11.1. Aleshores, si ρ = 0 ja tenim α en forma normal i si 0 <
ρ, ja que ρ < ωβ ≤ α per la hipòtesi d'inducció, existiran ordinals β1 <
β2 < · · · < βn−1 i nombres naturals kn−1, . . . , k1 no nuls i únics tals que
ρ = ωβn−1 · kn−1 + · · ·+ ωβ1 · k1; per tant posant βn = β i kn = γ tindrem,
α = ωβn · kn + ωβn−1 · kn−1 + · · ·+ ωβ1 · k1.
Si suposem βn ≤ βn−1, per 11.10, 10.10 i 9.9,
ωβn ≤ ωβn−1 ≤ ωβn−1 · kn−1 ≤ ωβn−1 · kn−1 + ωβn−2 · kn−2 + · · ·+ ωβ1 · k1 = ρ,
la qual cosa és contradictòria. Ha de ser βn−1 < βn, el que acaba la demos-
tració.
15.2 Deﬁnició
Per a qualsevol nombre natural b amb 2 ≤ b, fent servir el procediment del
Teorema anterior (substituint ω per b), es veu que cada nombre natural no
nul m es pot escriure de manera única en base b, és a dir, com a suma de
potències de b multiplicades per coeﬁcients menors que b:
m = bej · aj + · · ·+ be1 · a1
on j, e1, . . . , ej, a1, . . . , aj són nombres naturals tals que 0 < j, 0 < aj, . . . , a1 <
b i 0 ≤ e1 < e2 < · · · < ej, . Direm que m està escrit en base b i escriurem
m(b per indicar-ho. Per exemple:
324(4 = 4
4 + 43 + 4
324(7 = 7
2 · 6 + 7 · 4 + 2
21(2 = 2
4 + 22 + 1
261(2 = 2
8 + 22 + 1.
Cal observar que, per la commutativitat del producte de nombres naturals
(10.20) també podríem posar m(b = aj · bej + · · ·+ a1 · be1 .
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15.3 Observació
Igual que fem quan escrivim nombres en base 10, podem suposar que
m(b = b
j · aj + bj−1 · aj−1 + · · ·+ b · a1 + a0
on 0 < j, aj i 0 ≤ aj−1, . . . , a1, a0. Per exemple (fent servir la notació posici-
onal habitual),
324 = 11010(4
327 = 642(7
21 = 10101(2
261 = 100000101(2.
D'aquesta manera, si k és l'índex j més petit tal que 0 ≤ ak < b − 1,
llavors,
m+ 1(b =
{
bj · aj + · · ·+ bk · (ak + 1) + bk−1 · 0 + · · ·+ b0 · 0 si k ≤ j
bj+1 + bj · 0 + · · ·+ b0 · 0 altrament.
Per exemple, en base 10,
298 + 1 = 299 (k = 0)
299 + 1 = 300 (k = 2)
1499 + 1 = 1500 (k = 2)
9999 + 1 = 10000.
15.4 Deﬁnició
Donat un nombre natural no nul m, direm que està escrit en pura base
b, si el nombre està escrit en base b, i els exponents, els exponents dels
exponents, etc. també estan escrits en base b. Escriurem m[b per indicar-ho.
Per exemple:
21[2 = 2
22 + 22 + 1
261[2 = 2
22+1 + 22 + 1.
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15.5 Deﬁnició
Una successió dèbil de Goodstein començant en un nombre natural no nul m,
és una successió m0,m1,m2, . . . de nombres naturals deﬁnida de la manera
següent: Posem m0 = m i l'expressem en base 2. Per deﬁnir m1 substituïm
la base 2 per la 3 i restem 1. En general, per obtenir mk+1, escrivim mk en
base k + 2, substituïm la base k + 2 per la k + 3 i restem 1. Per exemple, la
successió dèbil de Goodstein per m = 21 és:
m0 = 21 = 2
4 + 22 + 1
m1 = 3
4 + 32 + 1− 1 = 90 = 34 + 32
m2 = 4
4 + 42 − 1 = 271 = 44 + 4 · 3 + 3
m3 = 5
4 + 5 · 3 + 3− 1 = 642 = 54 + 5 · 3 + 2
m4 = 6
4 + 6 · 3 + 2− 1 = 1315 = 64 + 6 · 3 + 1
m5 = 7
4 + 7 · 3 + 1− 1 = 2422 = 74 + 7 ·
m6 = 8
4 + 8 · 3− 1 = 4119 = 84 + 8 · 2 + 7
m7 = 9
4 + 9 · 2 + 7− 1 = 6585 = 94 + 9 · 2 + 6
m8 = 10
4 + 10 · 2 + 6− 1 = 10025 = 104 + 10 · 2 + 5
...
m55 = 55
4 + 8 = 9834503
...
S'observa que la successió dèbil de Goodstein creix ràpidament, més ràpida-
ment quant més gran és m. Per exemple,
83100 = 9668859
1001000 ' 1 · 1018.
15.6 Deﬁnició
Una successió forta de Goodstein començant en un nombre natural m no
nul, és una successió m0,m1,m2, . . . de nombres naturals obtinguda de la
següent manera: Posem m0 = m i l'expressem en pura base 2. Per deﬁnir
m1 substituïm el 2 per 3 i restem 1. En general, per obtenir mk+1, escrivim
mk en pura base k + 2, substituïm k + 2 per k + 3 i restem 1. Per exemple
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la successió forta de Goodstein per m = 21 és.
m0 = 21 = 2
22 + 22 + 1
m1 = 3
33 + 33 ' 7, 6 · 1012
m2 = 4
44 + 44 − 1 = 444 + 43 · 3 + 42 · 3 + 3 ' 1, 3 · 10154
m3 = 5
55 + 53 · 3 + 52 · 3 + 2 ' 1, 9 · 102184
m4 = 6
66 + 63 · 3 + 62 · 3 + 6 · 3 + 1 ' 2, 6 · 1036305.
...
S'observa que la successió forta de Goodstein creix molt més ràpidament que
la dèbil.
16 El Teorema de Goodstein
El resultat sorprenent que Goodstein va obtenir és que, tant la successió
dèbil com la forta, de qualsevol nombre natural acaba, en un nombre ﬁnit de
passos, en zero [5]. A més, aquest resultat no es pot demostrar amb les lleis
de l'aritmètica de Peano. Aquí només veurem la primera aﬁrmació, la segona
es pot trobar a [6] i a [7]. Per fer la demostració caldrà formalitzar més les
deﬁnicions i els processos de substitució de la base vistos anteriorment. La
demostració que aquí s'ofereix, amb lleugeres modiﬁcacions, està basada en
[8] on també es troba una demostració molt detallada de la segona aﬁrmació.
16.1 Deﬁnició
Siguin m i b tals que 0 < m, 2 ≤ b i b ≤ x o x = ω. Deﬁnim el resultat de
substituir x en l'expressió de m en base b o en pura base b, operacions que
denotarem per mx)(b i m
x)
[b respectivament, de la següent manera: calculem el
major exponent e de la base b tal que be no superi a m,
e = max
{
k | bk ≤ m} ,
després calculem el major coeﬁcient a tal que a · be no superi a m,
a = max {k | be · k ≤ m} .
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Aquests e i a són el primer exponent i el primer coeﬁcient de l'expressió de
m en base b. Un cop calculats e i a deﬁnim:
m
x)
(b =
{
m si m < b
xe · a+ (m− be · a)x)(n altrament,
m
x)
[b =
{
m si m < b
xe
x)
[b · a+ (m− be · a)x)[n altrament.
Exemples:
21
3)
(2 = 3
4 + 5
3)
(2 = 3
4 + 32 + 1
21
ω)
(2 = ω
4 + 5
ω)
(2 = ω
4 + ω2 + 1
21
3)
[2 = 3
4
3)
[2 + 5
3)
[2 = 3
33 + 33 + 1
21
ω)
[2 = ω
4
ω)
[2 + 5
ω)
[2 = ω
ωω + ωω + 1.
16.2 Lema
En les condicions de la deﬁnició anterior,
m
b)
(b = m = m
b)
[b .
Demostració: Evident, ja que m = m(b = m
b)
(b i m = m[b = m
b)
[b .
16.3 Deﬁnició
Per 9.1, 10.1 i 11.1, per a cada nombre natural b, amb 2 ≤ b, les següents
són funcions ordinals:
ob : ω → ωω
m 7→ mω)(b ,
Ob : ω → ε0
m 7→ mω)[b .
16.4 Observació
És conseqüència immediata de les deﬁnicions que si m(b =
∑j−1
i=0 b
ej−i · aj−i,
llavors ob (m) =
∑j−1
i=0 ω
ej−i · aj−i i Ob (m) =
∑j−1
i=0 ω
Ob(ej−i) · aj−i.
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16.5 Lema
Donats nombres naturals m, b i k. Si 0 < m, 2 ≤ b i b ≤ k, llavors ob (m) =
ok
(
m
k)
(b
)
.
Demostració: Per l'observació anterior si m = m(b =
∑j−1
i=0 b
ej−i · aj−i,
llavors ob (m) = ob
(
m(b
)
=
∑j−1
i=0 ω
ej−i · aj−i. D'altra banda, per construcció
m
k)
(b =
∑j−1
i=0 k
ej−i · aj−i i per la mateixa observació, ok
(
m
k)
(b
)
=
∑j−1
i=0 ω
ej−i ·
aj−i.
16.6 Lema
Donats nombres naturals m, b i k. Si 0 < m, 2 ≤ b i b ≤ k, llavors Ob (m) =
Ok
(
m
k)
(b
)
.
Demostració: Igual que la del Lema anterior substituint (b per [b.
16.7 Lema
Per a qualssevol nombres naturals k, a0, . . . , ak, si 0 < k i 0 ≤ a0, . . . , ak,
llavors
ωk · ak + · · ·+ ω · a1 + a0 < ωk · (ak + 1) .
Demostració: Per Inducció Natural: Sigui P (k) la propietat: ωk · ak +
· · · + ω · a1 + a0 < ωk · (ak + 1). Per 3.11.1, 9.4, 10.3 i E1, tenim que
a0 < a0 + 1 = 1 · (a0 + 1) = ω0 · (a0 + 1); és a dir, P (0). Si suposem P (k) i
tenim ωk+1 · ak+1 + ωk · ak + · · ·+ ω · a1 + a0, per la hipòtesi d'inducció, 9.6,
4.3, 10.8, 11.24, 10.4 i 10.16 serà,
ωk+1 · ak+1 + ωk · ak + · · ·+ ω · a1 + a0 < ωk+1 · ak+1 + ωk · (ak + 1) <
ωk+1 · ak+1 + ωk · ω = ωk+1 · ak+1 + ωk+1 = ωk+1 · ak+1 + ωk+1 · 1 =
ωk+1 · (ak + 1) .
16.8 Lema
Donats nombres naturals b,m i n. Si 0 < m < n i 2 ≤ b, llavors ob (m) <
ob (n) .
Demostració: Sigui b tal que 2 ≤ b. Vegem primer que, per a tot nombre
natural no nul n, ob (n) < ob (n+ 1). En efecte, per l'observació 15.3 podem
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posar n(b = bj · aj + · · · + b · a1 + a0. Aleshores, si existeix un k ≤ j tal que
ak < b− 1, per la mateixa observació serà n+ 1(b = bj · aj + · · ·+ bk · (ak + 1)
i per 16.4, ob (n+ 1) = ωj · aj + · · · + ωk · (ak + 1); però pel Lema anterior
ωk · ak + · · ·+ ω · a1 + a0 < ωk · (ak + 1); llavors per 16.4 i 9.6,
ob (n) = ω
j · aj + · · ·+ ωk · ak + · · ·+ ω · a1 + a0 <
ωj · aj + · · ·+ ωk · (ak + 1) = ob (n+ 1) ;
i si no existeix k ≤ j tal que ak < b− 1, per 15.3 serà n+ 1(b = bj+1, per tant
ob (n+ 1) = ω
j+1. Llavors, igual que abans,
ob (n) = ω
j · aj + · · ·+ω · a1 + a0 < ωj · (aj + 1) < ωj ·ω = ωj+1 = ob (n+ 1) .
Per demostrar el Lema, procedirem per Inducció Natural: Sigui P (n) la
propietat: 0 < m < n⇒ ob (m) < ob (n). Atès quem < 0 és fals, tenim P (0).
Suposem P (n) i sigui m < n + 1. Ja que per hipòtesi d'inducció, m = n
no pot ser, ha de ser m < n, llavors, per la mateixa hipòtesi d'inducció i el
paràgraf anterior, ob (m) < ob (n) < ob (n+ 1).
16.9 Lema
Donats nombres naturals b,m i n. Si 0 < m < n i 2 ≤ b, llavors Ob (m) <
Ob (n) .
Demostració: Semblant a la del Lema anterior.
16.10 Lema
Sigui m un nombre natural no nul. Aleshores, per a tot b = 2, 3, . . .,
m ≤ ob (m) .
Demostració: Sim = m(b =
∑j−1
i=0 b
ej−i ·aj−i, per 16.4, ob (m) =
∑j−1
i=0 ω
ej−i ·
aj−i. Llavors, atès que b < ω, només cal aplicar 9.5, 10.7, 11.9 i 9.7 reiterades
vegades.
16.11 Lema
Sigui m un nombre natural no nul. Aleshores, per a tot b = 2, 3, . . .,
m ≤ Ob (m) .
Demostració: Igual que la del Lema anterior.
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16.12 Deﬁnició
Amb les anteriors notacions donarem una nova deﬁnició de la successió dè-
bil de Goodstein: Sigui m un nombre natural no nul, la successió dèbil de
Goodstein començant en m és:
m0 = m
m1 = (m0)
3)
(2 − 1
...
mk+1 = (mk)
k+3)
(k+2 − 1
...
La deﬁnició es generalitza al cas en que comencem per una base b amb 2 ≤ b
qualsevol,
m0 = m
m1 = (m0)
b+1)
(b − 1
...
mk+1 = (mk)
b+k+1)
(b+k − 1
...
16.13 Deﬁnició
Amb les anteriors notacions donarem una nova deﬁnició de la successió for-
ta de Goodstein: Sigui m un nombre natural no nul, la successió forta de
Goodstein començant en m és:
m0 = m
m1 = (m0)
3)
[2 − 1
...
mk+1 = (mk)
k+3)
[k+2 − 1
...
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La deﬁnició es generalitza al cas en que comencem per una base b amb 2 ≤ b
qualsevol,
m0 = m
m1 = (m0)
b+1)
[b − 1
...
mk+1 = (mk)
b+k+1)
[b+k − 1
...
16.14 Teorema
Siguin m i b nombres naturals no nuls amb 2 ≤ b i M = 〈mk | k < ω〉 la
successió dèbil de Goodstein començant per m. Aleshores existeix un j tal
que mj = 0.
Demostració: La successió M s'obté:
m0 = m(b
m1 = (m0)
b+1)
(b − 1
m2 = (m1)
b+2)
(b+1 − 1
...
mk+1 =
{
(mk)
b+k+1)
(b+k − 1 si 0 < mk
0 si 0 = mk.
Considerem la successió paral·lela d'ordinals S = 〈ok | k < ω〉 obtinguts mit-
jançant, per k = 0, 1, 2, . . .
ok = ob+k (mk) ;
és a dir,
m0 = m(b o0 = ob (m0)
m1 = (m0)
b+1)
(b − 1 o1 = ob+1 (m1) = ob+1
(
(m0)
b+1)
(b − 1
)
m2 = (m1)
b+2)
(b+1 − 1 o2 = ob+2 (m2) = ob+2
(
(m1)
b+2)
(b+1 − 1
)
...
...
Per exemple, per m = 21 i b = 2,
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m0 = 2
4 + 22 + 1 o0 = ω
4 + ω2 + 1
m1 = 3
4 + 32 o1 = ω
4 + ω2
m2 = 4
4 + 4 · 3 + 3 o2 = ω4 + ω · 3 + 3
m3 = 5
4 + 5 · 3 + 2 o3 = ω4 + ω · 3 + 2
m4 = 6
4 + 6 · 3 + 1 o4 = ω4 + ω · 3 + 1
...
...
m50 = 50
4 + 13 o50 = ω
4 + 13
...
...
Llavors, per deﬁnició de S, per a cada 0 < k,
ok+1 = ob+k+1 (mk+1) = ob+k+1
(
(mk)
b+k+1)
(b+k − 1
)
. (5)
Atès que, per 9.22, (mk)
b+k+1)
(b+k − 1 < (mk)b+k+1)(b+k , per 16.8,
ob+k+1
(
(mk)
b+k+1)
(b+k − 1
)
< ob+k+1
(
(mk)
b+k+1)
(b+k
)
(6)
i per 16.5,
ob+k+1
(
(mk)
b+k+1)
(b+k
)
= ob+k (mk) = ok,
el que, amb (5) i (6) dóna ok+1 < ok per a tot k, de manera que la successió
S és una successió decreixent d'ordinals
· · · < ok < · · · < o1 < o0,
la que, per 6.4 és ﬁnita. Ja que, mentre quemk sigui no nul, li podem restar 1
i obtenir mk+1, però els corresponents ok+1 són cada cop més petits, el procés
acabarà forçosament en un j tal que oj = 0. Per tant, atès que mj ≤ oj,
també serà mj = 0.
16.15 Teorema
Siguin m i b nombres naturals no nuls amb 2 ≤ b i M = 〈mk | k < ω〉 la
successió forta de Goodstein començant per m. Aleshores existeix un j tal
que mj = 0.
Demostració: Igual que la del Teorema anterior, substituint o per O, (b
per [b i fent servir els Lemes 16.9, 16.6 i 16.11 en lloc del Lemes 16.8, 16.5 i
16.10.
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16.16 Observacions
Els Teoremes anteriors ens asseguren que les successions dèbil i forta de
Goodstein acaben sempre en zero; però, degut al seu ràpid creixement és
molt difícil (llevat de casos molt senzills) veure-ho. Per exemple, la successió
dèbil de Goodstein en base 2 començant en m = 4:
m0 = 2
2 = 4
m1 = 3
2 − 1 = 8
m2 = 4
0 · 8− 1 = 7
m3 = 5
0 · 7− 1 = 6
...
m8 = 10
0 · 1 = 1
m9 = 11
0 · 1− 1 = 0
En canvi, segons Kirby i Paris [7] la successió forta de Goodstein en base 2
començant enm = 4 no arriba a zero ﬁns al terme 3·2402653211−3 ' 10121210700.
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Part VI
Hèrcules, la Hidra i una nota
biogràﬁca.
17 Hèrcules i la Hidra
Segons la mitologia grega, un dels dotze treballs que li van ser imposats a
Heracles (Hèrcules en la mitologia romana) com a penitència per haver matat
als seus ﬁlls i dos nebots va ser destruir la Hidra de Lerna, un ésser aquàtic de
múltiples caps (entre 5 i 10.000 segons les fonts) que tenia la molesta propietat
de regenerar dos caps per cadascun que en perdia. L'heroi va poder acabar
amb la Hidra gràcies a la ajuda d'un dels seus nebots supervivents, Yolao,
que cauteritzava el coll de la bèstia cada vegada que Hèrcules li tallava un
cap, evitant així que es pogués regenerar. Veurem aquí que Hèrcules podia
haver-ho fet tot sol, sense la ajuda del seu nebot.
Una variació de la hidra va ser proposada pels matemàtics anglesos Laurie
Kirby i Jeﬀ Paris en 1982 (veure [7]). En aquesta versió la hidra és un arbre
ﬁnit, que pot ser considerat com una col·lecció de segments que uneixen dos
nodes, de manera que tot node està connectat per un únic camí de segments
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amb un node ﬁx anomenat arrel. Un cap de la hidra és un node del que
només en surt un segment i que no és l'arrel.
La batalla entre Hèrcules i una hidra donada succeeix de la següent ma-
nera: en el pas n ≥ 1 , Hèrcules talla el cap de la hidra assenyalat amb la
ﬂetxa vermella (Figura 1). Des del node inferior al que estava unit el cap
tallat, la hidra regenera n còpies de la part (després de la decapitació) que
està per sobre del node i el resultat és a la Figura 2 (pas n = 2), on apareixen
2 còpies del tros de hidra que està per sobre del node inferior. Ara tallem el
cap assenyalat per la ﬂetxa i en la Figura 3, apareixen 3 còpies del tros de
hidra que està per sobre del node inferior (pas n = 3)...
A cada node li assignem l'ordinal:
ωα1 + ωα2 + · · ·+ ωαk
on αk ≤ αk−1 ≤ . . . ≤ α1 són els ordinals dels nodes connectats per sobre.
Als caps els hi assignem el zero i a la hidra, l'ordinal que correspon a l'arrel
(en la base de les ﬁgures, apareixen els ordinals assignats a la hidra en cada
pas).
L'estratègia que ha de seguir Hèrcules és la següent: començant per l'arrel
viatgem al node immediatament superior que tingui assignat l'ordinal més
petit (en cas de que n'hi hagi més d'un escollim, per exemple, el de l'esquerra).
Procedim d'aquesta manera ﬁns a arribar a un cap, que és el que tallem.
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Figura 1:
Figura 2:
Figura 3:
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D'aquesta manera obtenim una successió decreixent d'ordinals la que,
com hem vist abans, haurà d'acabar en zero.
Cal fer notar que triar un cap dels que tenen ordinal més petit, equival a
restar una unitat en el procés de Goodstein.
En l'estratègia dels dibuixos,
ωω
ω+ω3 + ωω
2+1 > ωω
ω+ω3 + ωω
2·2 > ωω
ω+ω3 + ωω
2
+ ωω·3
La demostració de que l'estratègia és guanyadora no es pot fer mitjançant
l'aritmètica recursiva de Peano (veure [7]) i queda fora de l'abast d'aquest
treball. De fet, es pot demostrar que qualsevol estratègia acaba sent guanya-
dora. Aquest no és més que un altre exemple de la potència de l'aritmètica
ordinal.
18 Nota biogràﬁca de l'autor del treball
Quan tenia 15 anys, en plena adolescència, va caure en les meves mans el
llibre, que encara conservo, El Retorno de los Brujos on s'explicaven esbo-
jarrades teories pseudo-cientíﬁques sobre civilitzacions extraterrestres en la
antiguitat, l'Atlàntida, les piràmides, etc. Entre tantes bestieses hi havia
una paràgraf dedicat a les Matemàtiques modernes on es parlava del Més
Enllà Absolut, la Llum Prohibida, del Nombre Quàntic de Raresa i s'es-
mentava la famosa frase de Hilbert referida a la Teoria de Conjunts: Ningú
ens expulsarà del paradís que Cantor ha creat per a nosaltres. Intrigat per
tanta meravella vaig devorar amb avidesa (sense entendre gran cosa) el pri-
mer llibre sobre Teoria de Conjunts que va caure en les meves mans, que va
ser precisament [3]. Aquest treball és fruit, 38 anys després, de la mateixa
avidesa. Encara no sé que són el Més Enllà Absolut, ni la Llum Prohibida,
ni el Nombre Quàntic de Raresa i de la Teoria de Conjunts, tampoc en sé
gaire; però encara no he perdut l'avidesa de saber.
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